


���������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
������� ������������ ������ �� ������������ ���������� ��������� ������������� �����������
���������� ����������� ����� ����������� ������ ������������ ����� �������������
������� ��� ������������������ ��� ��������� ���������� ������������������ ��������
����������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������
������� ��� ������������ ������������ ������ ������� �������������� ������� ���������
������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������

����������������������������������

���������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
������� ������������ ������ �� ������������ ���������� ��������� ������������� �����������
���������� ����������� ����� ����������� ������ ������������ ����� �������������
������� ��� ������������������ ��� ��������� ���������� ������������������ ��������
����������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������
������� ��� ������������ ������������ ������ ������� �������������� ������� ���������
������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������



���������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������
������� ������������ ������ �� ������������ ���������� ��������� ������������� �����������
���������� ����������� ����� ����������� ������ ������������ ����� �������������
������� ��� ������������������ ��� ��������� ���������� ������������������ ��������
����������������������������������������������������������������������������������
��������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������������������������������������������������
������� ��� ������������ ������������ ������ ������� �������������� ������� ���������
������������������������������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������

����������������������������������



i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

“kniha” — 2010/9/9 — 15:05 — page 4 — #1
i

i

i

i

i

i

RNDr. Marie Budı́ková, Dr.,
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8.10 Dvourozměrné normálnı́ rozloženı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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16.7 Metody mnohonásobného porovnávánı́ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

17 Porovnánı́ empirického a teoretického rozloženı́ 205
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20.8 Predikčnı́ interval spolehlivosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
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RNDr. Marie Budı́ková, Dr.
Působı́ jako lektorka Ústavu matematiky a statistiky Přı́rodovědecké
fakulty Masarykovy univerzity v Brně. Má dlouholeté zkušenosti
s výukou předmětů zaměřených na pravděpodobnost a statistiku,
a to nejen pro studenty Přı́rodovědecké fakulty, ale též Ekonomicko-
správnı́ fakulty, Fakulty informatiky a Fakulty strojnı́ho inženýrstvı́
Vysokého učenı́ technického v Brně. Od 90. let využı́vá při výuce
statistické programové systémy SPSS a STATISTICA. Specializuje
se na využitı́ statistických metod v praxi, předevšı́m v klimatologii,
hydrologii, medicı́ně a psychologii. V současnosti úzce spolupra-
cuje s brněnskými klimatology, kteřı́ zkoumajı́ polárnı́ klima na sta-
nici J. G. Mendela v Antarktidě. Je autorkou či spoluautorkou vı́ce
než 70 vědeckých a odborných článků, publikacı́ a učebnı́ch textů.
Řadu let působı́ ve výboru České statistické společnosti.

Mgr. Maria Králová, Ph.D.
V roce 1996 absolvovala Přı́rodovědeckou fakultu MU v Brně, obor
matematika-biologie. Postgraduálnı́ studium ukončila v roce 2003
disertačnı́ pracı́ Markovské modely pozornosti. Ve své výzkumné
činnosti se zaměřuje zejména na stochastické modelovánı́ v psy-
chologii, je spoluřešitelkou Výzkumného záměru MŠMT ČR CEZ:
J22/98:261100009. V pedagogické praxi se věnuje předevšı́m
základnı́m kurzům pravděpodobnosti a matematické statistiky,
působı́ na Ekonomicko-správnı́ fakultě Masarykovy univerzity
v Brně. Je členkou České statistické společnosti.

Doc. RNDr. Bohumil Maroš, CSc.
Jako vysokoškolský učitel působı́ vı́ce než 45 let na Ústavu mate-
matiky Fakulty strojnı́ho inženýrstvı́ Vysokého učenı́ technického
v Brně. Vyučuje zde základnı́ i pokročilé metody statistického
přı́stupu k řešenı́ problémů. Vı́ce než 30 let se zabývá problemati-
kou statistického zpracovánı́ dat a matematického modelovánı́ pro-
cesů. Úspěšně propaguje metody Design of Experiments nejen ve
výuce, ale i v praxi pro výrobnı́ podniky či organizace poskytujı́cı́
služby. Je externı́m spolupracovnı́kem společnostı́ SC&C Partner,
která se specializuje na zlepšovánı́ jakosti výroby či služeb po-
mocı́ metody Six Sigma. Je autorem či spoluautorem vı́ce než 60
vědeckých publikacı́, 8 výzkumných zpráv, 6 knih, 6 skript. Je
členem České statistické společnosti.
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10 Průvodce základnı́mi statistickými metodami

Úvodnı́ slovo recenzenta
V knize jsou shrnuty základnı́ vzorce a postupy z popisné statistiky, počtu pravděpodob-
nosti a matematické statistiky. Modernı́ pojetı́ statistiky předpokládá zpracovávánı́ výběro-
vých šetřenı́ nebo experimentálnı́ch dat, a proto je většı́ pozornost věnována počtu pravdě-
podobnosti a matematické statistice, která z něho vycházı́. Kniha obsahuje 21 kapitol, které
je možné rozdělit na tři části. Prvnı́ tři kapitoly se zabývajı́ převážně popisnou statistikou, ve
čtvrté až desáté kapitole jsou vysvětleny základy počtu pravděpodobnosti a zbývajı́cı́ch je-
denáct kapitol je věnováno matematické statistice. K ilustraci postupů sloužı́ řešené přı́klady,
pro procvičenı́ látky jsou zařazeny dalšı́ úlohy s uvedeným řešenı́m. Řada přı́kladů obsahuje
návod k obsluze statistického systému STATISTICA, v některých přı́padech také systému
MINITAB.

I když lze zjednodušeně řı́ci, že většina metod se vyučuje v základnı́ch kurzech sta-
tistiky na různých vysokých školách nematematického zaměřenı́, při bližšı́m prostudovánı́
je zřejmé, že zvláště počet zařazených statistických testů společný základ přesahuje. Jako
přı́klad testů, které nebývajı́ zcela běžně v základnı́ literatuře, můžeme uvést metody mno-
honásobného porovnávánı́, speciálnı́ testy normality nebo shody s exponenciálnı́m či Poisso-
novým rozdělenı́m, testy pro čtyřpolnı́ tabulky nebo některé testy o korelačnı́ch koeficientech.

Věřı́m, že Průvodce základnı́mi statistickými metodami využijı́ nejen studenti Ekonomic-
ko-správnı́ fakulty Masarykovy univerzity, jimž je kniha určena předevšı́m, ale i řada dalšı́ch
uživatelů statistických metod, a to zvláště ti, kteřı́ pracujı́ s některým ze statistických systémů
STATISTICA nebo MINITAB.

doc. Ing. Eva Jarošová, CSc.
Katedra statistiky a pravděpodobnosti
Fakulta informatiky a statistiky
Vysoká škola ekonomická v Praze
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Předmluva/Summary 11

Předmluva
Učebnice ”Průvodce základnı́mi statistickými metodami“ je primárně určena posluchačům
Ekonomicko-správnı́ fakulty Masarykovy univerzity v Brně a má sloužit jako základnı́ stu-
dijnı́ literatura předmětů Statistika 1 a Statistika 2. Poučenı́ v nı́ však samozřejmě najdou
i posluchači jiných studijnı́ch zaměřenı́ či uživatelé statistiky v praxi, kteřı́ potřebujı́ provádět
analýzu dat.

Autoři předpokládajı́, že čtenář je obeznámen se základy maticového počtu, diferenciál-
nı́ho a integrálnı́ho počtu a má zkušenosti s použı́vánı́m tabulkového kalkulátoru.

Knihu tvořı́ 21 kapitol, z nichž prvnı́ tři se zabývajı́ popisnou statistikou, dalšı́ch sedm
počtem pravděpodobnosti a zbývajı́cı́ch jedenáct pak matematickou statistikou. Partie, které
se týkajı́ popisné statistiky a počtu pravděpodobnosti, jsou probı́rány v předmětu Statistika 1,
matematická statistika pak tvořı́ náplň předmětu Statistika 2.

Každá z kapitol zavádı́ základnı́ pojmy statistické či pravděpodobnostnı́ teorie a objasňuje
je na praktických přı́kladech. Kapitoly z popisné a matematické statistiky rovněž obsahujı́
návody na řešenı́ přı́kladů pomocı́ statistického softwaru, konkrétně pomocı́ systému STA-
TISTICA, v některých kapitolách je rovněž použit systém MINITAB, který se na některých
vysokých školách technického zaměřenı́ použı́vá jako základnı́ statistický softwarový nástroj.
Výsledné tabulky a grafy jsou podrobně komentovány. Své znalosti si může čtenář ověřit na
přı́kladech určených k samostatnému řešenı́. Datové soubory k jednotlivým přı́kladům a sta-
tistické tabulky najdete na adrese www.math.muni.cz/∼budikova.

Autoři si jsou vědomi toho, že v jediné nepřı́liš rozsáhlé učebnici nelze vysvětlit všechny
důležité a v praxi často použı́vané statistické metody, ani se podrobněji zabývat jejich zajı́-
mavými aspekty. Proto uvažujı́ o vytvořenı́ druhého dı́lu této učebnice, který by sloužil jako
průvodce pokročilejšı́mi statistickými metodami.

Summary
This easy-to-follow publication containing many examples and case studies aims primarily
at students of economics and professionals in economics and engineering. The readers will
familiarize themselves with essential statistical techniques and practical applications of sta-
tistics. The book is divided into three parts. The first part deals with descriptive statistics, the
second one treats the basic concepts of the probability theory and the third part looks at the
selected methods of inductive statistics.

Each topic is introduced by a brief theoretical introduction followed by sample exercises
and a set of tasks for self-study. It is sample tasks from economic and technical practice ac-
companied by the answer key that are the focal point of this publication. Careful attention
is paid to verification of underlying assumptions of statistical techniques and to detailed in-
terpretation of results. This book demonstrates solutions to problems using the STATISTICA
(version 9) and MINITAB (version 15) computer software. Task solutions are supplemented
by both detailed comments on computer outputs and instructions how to reach them.

®
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12 Průvodce základnı́mi statistickými metodami

Úvod

Teorie pravděpodobnosti
Teorie pravděpodobnosti je matematická disciplı́na (budovaná axiomaticky), která se zabývá
studiem zákonitostı́ v náhodných pokusech a jejich modelovánı́m matematickými prostředky.
Pod pojmem náhoda rozumı́me působenı́ faktorů, které se živelně měnı́ při různých prove-
denı́ch téhož pokusu. (Je to ”matematika náhody“.)

Popisná statistika
Popisná statistika je disciplı́na, která popisuje a sumarizuje informace obsažené ve velkém
množstvı́ dat pomocı́ tabulek, grafů, funkcionálnı́ch a čı́selných charakteristik. Činı́ tak po-
mocı́ základnı́ch matematických operacı́. Cı́lem je zpřehlednit informace ”ukryté“ v datových
souborech.

Matematická statistika
Matematická statistika je věda, která buduje metody pro analýzu dat a využı́vá při tom princip
statistické indukce. (Informace zı́skané z náhodného výběru zobecňuje na základnı́ soubor.)
Jejı́ součástı́ je teorie odhadu, testovánı́ statistických hypotéz, statistická predikce.
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Základnı́, výběrový a datový soubor 13

Kapitola 1

Základnı́, výběrový a datový soubor

Předmětem statistického zájmu nenı́ jednotlivý objekt, nýbrž soubor objektů, které tvořı́
základnı́ soubor. Zpravidla nenı́ možné vyšetřovat všechny objekty, ale jenom určitý ome-
zený počet objektů, které považujeme za výběrový soubor.

Prvky základnı́ho souboru, které vykazujı́ určitou společnou vlastnost, tvořı́ množinu.
Statistik zkoumá absolutnı́ a relativnı́ četnost prvků této množiny v daném výběrovém sou-
boru.

Zajı́majı́-li nás ve výběrovém souboru dvě množiny, můžeme zkoumat výskyt objektů
z jedné množiny mezi objekty pocházejı́cı́mi z druhé množiny. Tı́m dospı́váme k pojmu
podmı́něné relativnı́ četnosti. Rovněž lze ověřovat četnostnı́ nezávislost těchto dvou množin
v daném výběrovém souboru. Četnostnı́ nezávislost vlastně znamená, že informace, které
máme o původu objektu z jedné množiny, nijak neměnı́ naše očekávánı́ o původu objektu
z druhé množiny.

Každému objektu základnı́ho souboru lze pomocı́ funkce zvané znak přiřadit čı́slo (nebo
i vı́ce čı́sel). Pod těmito čı́sly se mohou skrývat i slovnı́ popisy, např. hodnota 1 pro znak

”rodinný stav“ znamená ”svobodný“, hodnota 2 ”ženatý“ apod. Pokud hodnoty znaků pro
objekty daného výběrového souboru uspořádáme do matice tak, že řádky odpovı́dajı́ jednot-
livým objektům a sloupce znakům, dostaneme datový soubor. Libovolný sloupec této matice
tvořı́ jednorozměrný datový soubor, který můžeme uspořádat podle velikosti a vytvořit tak
uspořádaný datový soubor, nebo z něj lze zı́skat vektor variant.

Jevem rozumı́me tu skutečnost, že znak nabyl hodnoty z nějaké čı́selné množiny. Můžeme
zkoumat absolutnı́ a relativnı́ četnost jevu v daném výběrovém souboru.

1.1 Základnı́ a výběrový soubor, absolutnı́ a relativnı́ četnost
množiny

Základnı́m souborem rozumı́me libovolnou neprázdnou množinu E. Prvky množiny E zna-
čı́me " a nazýváme je objekty. Libovolnou neprázdnou podmnožinu {"1, . . . , "n} základnı́ho
souboru E nazýváme výběrový soubor rozsahu n. Je-li množina G ⊆ E, pak symbolem
N(G) rozumı́me absolutnı́ četnost množiny G ve výběrovém souboru, tj. počet těch objektů
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14 Průvodce základnı́mi statistickými metodami

množiny G, které patřı́ do výběrového souboru. Relativnı́ četnost množiny G ve výběrovém
souboru zavedeme vztahem p(G) = N(G)

n .
Výběrový soubor by měl být reprezentativnı́m obrazem základnı́ho souboru. Toho lze

docı́lit např. tak, že objekty ze základnı́ho souboru vybı́ráme do výběrového souboru lo-
sovánı́m. Výběrový soubor je ilustrován na obrázku 1.1.

ε ‒ objekt

výběrový soubor

Ε ‒ základní soubor

množina G

Obrázek 1.1: Ilustrace výběrového souboru.

Přı́klad 1.1. Základnı́m souborem E je množina všech žáků 9. ročnı́ků základnı́ch škol.
MnožinaG1 je tvořena těmi žáky, kteřı́ v pololetı́ 9. třı́dy uspěli v předmětu fyzika a množina
G2 obsahuje ty žáky, kteřı́ v pololetı́ 9. třı́dy uspěli v předmětu chemie. Ze základnı́ho souboru
bylo náhodně vybráno 30 žáků, kteřı́ tvořı́ výběrový soubor {"1, . . . , "30}. Z těchto 30 žáků
28 uspělo ve fyzice, 27 v chemii a 25 v obou předmětech. Zapište absolutnı́ a relativnı́ četnosti
žáků úspěšných ve fyzice, v chemii a oboustranně úspěšných žáků.

Řešenı́
Spočetli jsme N(G1) = 28, N(G2) = 27, N(G1 ∩G2) = 25, n = 30, p(G1) = 28

30 = 0,93,
p(G2) = 27

30 = 0,9, p(G1 ∩G2) = 25
30 = 0,83. Vidı́me, že ve výběrovém souboru je 93,3 %

žáků úspěšných ve fyzice, 90 % v chemii a oboustranně úspěšných žáků je 83,3 %. □

1.2 Vlastnosti relativnı́ četnosti
Relativnı́ četnost má následujı́cı́ch 12 vlastnostı́, které jsou obdobné vlastnostem procent.

1. p (∅) = 0,

2. p (G) ≥ 0 (nezápornost),

3. p (G1 ∪G2) + p (G1 ∩G2) = p (G1) + p (G2),

4. 1 + p (G1 ∩G2) ≥ p (G1) + p (G2),

5. p (G1 ∪G2) ≤ p (G1) + p (G2) (subaditivita),

6. G1 ∩G2 = ∅ ⇒ p (G1 ∪G2) = p (G1) + p (G2) (aditivita),

7. p (G2∖G1) = p (G2)− p (G1 ∩G2),

8. G1 ⊆ G2 ⇒ p (G2∖G1) = p (G2)− p (G1) (subtraktivita),

9. G1 ⊆ G2 ⇒ p (G1) ≤ p (G2) (monotonie),

10. p (E) = 1 (normovanost),
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Základnı́, výběrový a datový soubor 15

11. p (G) + p (G′) = 1 (komplementarita),

12. p (G) ≤ 1.

Pokud se v daném základnı́m souboru zajı́máme o dvě podmnožiny objektů, můžeme zavést
pojem podmı́něné relativnı́ četnosti jedné podmnožiny v daném výběrovém souboru za před-
pokladu, že objekt pocházı́ z druhé podmnožiny. V přı́kladu 1.2 vypočteme podmı́něné rela-
tivnı́ četnosti žáků úspěšných ve fyzice mezi žáky úspěšnými v chemii a naopak.

1.3 Podmı́něná relativnı́ četnost
Necht’ E je základnı́ soubor, G1, G2 jeho podmnožiny, {"1, . . . , "n} výběrový soubor. Pod-
mı́něná relativnı́ četnost množiny G1 ve výběrovém souboru za podmı́nky G2 je zavedena
vztahem

p (G1 ∣ G2) =
N(G1 ∩G2)

N(G2)
=
p(G1 ∩G2)

p(G2)

a podmı́něná relativnı́ četnost G2 ve výběrovém souboru za podmı́nky G1 vztahem

p (G2 ∣ G1) =
N(G1 ∩G2)

N(G1)
=
p(G1 ∩G2)

p(G1)
.

Přı́klad 1.2. Pro údaje z přı́kladu 1.1 vypočtěte podmı́něnou relativnı́ četnost žáků úspěšných
ve fyzice mezi žáky úspěšnými v chemii a podmı́něnou relativnı́ četnost žáků úspěšných
v chemii mezi žáky úspěšnými ve fyzice.

Řešenı́
Spočetli jsme

p (G1 ∣ G2) =
N(G1 ∩G2)

N(G2)
=

25

27
= 0,926.

Znamená to, že 92,6 % těch žáků, kteřı́ byli úspěšnı́ v chemii, uspělo i ve fyzice. Dále jsme
spočetli

p (G2 ∣ G1) =
N(G1 ∩G2)

N(G1)
=

25

28
= 0,893,

což znamená, že 89,3 % těch žáků, kteřı́ byli úspěšnı́ ve fyzice, uspělo i v chemii.
Obvykle se u žáků sdružuje úspěch ve fyzice s úspěchem v chemii a podobně neúspěch

ve fyzice s neúspěchem v chemii, nebot’ osobnı́ nadánı́ a schopnosti působı́ v těchto dvou
přı́rodovědných předmětech stejným směrem. □

V jaké situaci budeme hovořit o četnostnı́ nezávislosti obou úspěchů? Zřejmě tehdy, když
podı́l žáků úspěšných ve fyzice (resp. chemii) mezi žáky úspěšnými v chemii (resp. fyzice)
bude stejný jako podı́l těchto žáků mezi všemi žáky ve výběrovém souboru. Požadujeme
tedy, aby p (G2 ∣ G1) = p (G2) a současně p (G1 ∣ G2) = p (G1). Oba tyto požadavky jsou
ekvivalentnı́ s multiplikativnı́m vztahem

p (G1 ∩G2) = p (G1) ⋅ p (G2) ,

který sloužı́ k definovánı́ četnostnı́ nezávislosti dvou množin v daném výběrovém souboru.
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16 Průvodce základnı́mi statistickými metodami

1.4 Četnostnı́ nezávislost dvou množin v daném výběrovém sou-
boru

Množiny G1 ⊆ E, G2 ⊆ E jsou četnostně nezávislé ve výběrovém souboru {"1, . . . , "n},
jestliže platı́ multiplikativnı́ vztah p (G1 ∩G2) = p (G1) ⋅ p (G2).

Informace o původu objektu z jedné množiny nijak neovlivňujı́ naše očekávánı́, s nı́mž
usuzujeme na jeho původ z druhé množiny. V našem přı́kladě se žáky tento multiplikativnı́
vztah splněn nenı́, nebot’ 25

30 = 0,83 ∕= 28
30 ⋅ 27

30 = 0,84.
Nynı́ každý objekt základnı́ho souboru ohodnotı́me jednı́m nebo vı́ce čı́sly pomocı́ funk-

ce, která se nazývá znak. Čı́sla, která se vztahujı́ pouze k objektům výběrového souboru,
sestavı́me do matice zvané datový soubor.

1.5 Skalárnı́ a vektorový znak

Funkce X : E → ℝ, Y : E → ℝ, . . . , Z : E → ℝ, které každému objektu přiřazujı́ čı́slo,
se nazývajı́ (skalárnı́) znaky (ilustrace viz obrázek 1.2). Uspořádaná p-tice (X,Y, . . . , Z) se
nazývá vektorový znak.

Obrázek 1.2: Ilustrace skalárnı́ho znaku.

1.6 Datový soubor

Je-li dán výběrový soubor {"1, . . . , "n} ⊆ E, pak hodnoty znaků X,Y, . . . , Z pro i-tý objekt
označı́me xi = X ("i), yi = Y ("i), . . ., zi = Z ("i), i = 1, . . . , n. Matice

⎛
⎜⎜⎜⎝

x1 y1 . . . z1

x2 y2 . . . z2

...
...

...
...

xn yn . . . zn

⎞
⎟⎟⎟⎠

typu n × p se nazývá datový soubor. Jejı́ řádky odpovı́dajı́ jednotlivým objektům, sloupce
znakům. Libovolný sloupec této matice nazýváme jednorozměrný datový soubor. Uspořádané
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Základnı́, výběrový a datový soubor 17

hodnoty např. znaku X: x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) tvořı́ uspořádaný datový soubor

⎛
⎜⎝

x(1)

...
x(n)

⎞
⎟⎠ .

Vektor ⎛
⎜⎝

x[1]

...
x[r]

⎞
⎟⎠ ,

kde x[1] < . . . < x[r], r ≤ n, jsou navzájem různé hodnoty znaku X , se nazývá vektor
variant. Pozor – je důležité rozlišovat, zda je index bez závorky, v kulaté závorce či hranaté
závorce!

Přı́klad 1.3. Pro žáky z výběrového souboru rozsahu 30 uvedeného v přı́kladu 1.1 byly
zjišt’ovány hodnoty znaků X – známka z fyziky v pololetı́, Y – známka z chemie v pololetı́,
Z – pohlavı́ žáka (0 . . . dı́vka, 1 . . . hoch). Byl zı́skán datový soubor (z důvodu úspory mı́sta
je matice typu 30× 3 rozdělena na tři části).

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1
2 3 1
2 3 0
4 5 1
2 1 1
4 3 1
2 2 1
4 2 0
3 3 0
4 5 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 3 1
2 3 0
2 2 0
4 5 0
3 3 1
3 4 1
2 3 1
2 2 0
5 3 1
3 2 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 4 0
5 4 0
2 1 0
2 2 0
3 1 1
3 4 0
2 1 1
1 1 0
1 1 1
1 2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

Utvořte jednorozměrný datový soubor pro znakX , vektory variant pro znakyX a Z a najděte
x2 , x(2), x[2].

Řešenı́
Jednorozměrný datový soubor pro znak X je sloupcový vektor o 30 řádcı́ch. Opět z důvodu
úspory mı́sta ho napı́šeme jako transponovaný řádkový vektor

(
1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5

)′
.

Vektor variant pro znak X je

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
3
4
5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

, pro znak Z
(

0
1

)
, dále x2 = 2, x(2) = 1, x[2] = 2.

□
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18 Průvodce základnı́mi statistickými metodami

1.7 Jev a jeho absolutnı́ a relativnı́ četnost
Jevem rozumı́me skutečnost, že znakX nabyl hodnoty z čı́selné množinyB (formálně pı́šeme
{X ∈ B}) resp. znaky X,Y, . . . , Z současně nabyly hodnot z čı́selných množin B1, . . . , Bp
(pı́šeme {X ∈ B1 ∧ Y ∈ B2 ∧ . . . ∧ Z ∈ Bp}).

Je-li {"1, . . . , "n} výběrový soubor, pak zavedeme absolutnı́ četnost jevu {X ∈ B} ve
výběrovém souboru (značı́me ji N (X ∈ B)) jako počet těch objektů ve výběrovém souboru,
pro něž znak X ∈ B. Relativnı́ četnost jevu {X ∈ B} ve výběrovém souboru je pak podı́l
absolutnı́ četnosti a rozsahu souboru, tj.

p (X ∈ B) =
N (X ∈ B)

n
.

AnalogickyN(X ∈ B1 ∧ Y ∈ B2 ∧ . . .∧Z ∈ Bp) resp. p(X ∈ B1∧Y ∈ B2∧. . .∧Z ∈ Bp)
znamená absolutnı́ resp. relativnı́ četnost jevu {X ∈ B1 ∧ Y ∈ B2 ∧ . . . ∧ Z ∈ Bp} ve vý-
běrovém souboru.

Např. pro datový soubor z přı́kladu 1.3 vyjádřı́me absolutnı́ četnost dı́vek, které majı́
z obou sledovaných předmětů jedničku nebo dvojku, následovně: N(X ≤ 2 ∧ Y ≤ 2 ∧
Z = 0) = 6. Nebo relativnı́ četnost žáků, kteřı́ propadajı́ z fyziky, pak můžeme vyjádřit
takto: p (X = 5) = 2

30 = 0,06.

Přı́klady k samostatnému řešenı́

1.A Necht’ množiny G1, G2 jsou neslučitelné, relativnı́ četnost množiny G1 je 0,15, relativnı́
četnost sjednocenı́ množin G1, G2 je 0,8. Vypočtěte relativnı́ četnost množiny G2.

[p (G2) = p(G1 ∪G2)− p (G1) = 0,8− 0,15 = 0,65]

1.B Necht’ množinaG1 je podmnožinou množinyG2 a jejı́ relativnı́ četnost je 0,33. Relativnı́
četnost rozdı́lu množinG2∖G1 je 0,15. Vypočtěte relativnı́ četnost množinyG2.

[p (G2) = p (G2∖G1) + p (G1) = 0,15 + 0,33 = 0,48]

1.C Necht’ relativnı́ četnost rozdı́lu množin G1∖G2 je 0,36 a relativnı́ četnost jejich průniku
je 0,12. Vypočtěte relativnı́ četnost množiny G1.

[p (G1) = p (G1∖G2) + p (G1 ∩G2) = 0,36 + 0,12 = 0,48]

1.D Je dán dvourozměrný datový soubor
⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 1
2 0
1 0
4 2
4 2
3 2
3 1
5 3
5 2
2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Znak X (levý sloupec) znamená počet členů domácnosti a znak Y (pravý sloupec) počet dětı́
do 15 let v této domácnosti.
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a) Utvořte uspořádané datové soubory pro znaky X a Y .

b) Najděte vektory variant znaků X a Y .

c) Vypočtěte relativnı́ četnost třı́členných domácnostı́.

d) Vypočtěte relativnı́ četnost nejvýše třı́členných domácnostı́.

e) Vypočtěte relativnı́ četnost bezdětných domácnostı́.

f) Vypočtěte relativnı́ četnost dvoučlenných bezdětných domácnostı́.

g) Vypočtěte podmı́něnou relativnı́ četnost dvoučlenných bezdětných domácnostı́.

[Ad a), uspořádané datové soubory:

pro X:
(

1 2 2 2 3 3 4 4 5 5
)′
,

pro Y :
(

0 0 0 1 1 2 2 2 2 3
)′
.

Ad b), vektor variant pro znak X:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
3
4
5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

, pro znak Y :

⎛
⎜⎜⎝

0
1
2
3

⎞
⎟⎟⎠.

Ad c), relativnı́ četnost třı́členných domácnostı́ je 0,2. Ad d), relativnı́ četnost nejvýše
třı́členných domácnostı́ je 0,6. Ad e), relativnı́ četnost bezdětných domácnostı́ je 0,3. Ad f),
relativnı́ četnost dvoučlenných domácnostı́ je 0,3. Ad g), podmı́něná relativnı́ četnost těch
dvoučlenných domácnostı́, které jsou bezdětné, je 0,6.]
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Bodové a intervalové rozloženı́ četnostı́ 21

Kapitola 2

Bodové a intervalové rozloženı́
četnostı́

Informace obsažené v datovém souboru můžeme zpřehlednit pomocı́ tabulek a grafů. V této
kapitole si ukážeme způsoby tabulkového a grafického zpracovánı́ pro jednorozměrné a dvou-
rozměrné datové soubory. Tyto metody zvolı́me podle toho, jak se lišı́ počet variant znaku od
rozsahu výběrového souboru.

2.1 Jednorozměrné bodové rozloženı́ četnostı́

Jestliže počet variant znaku X v jednorozměrném datovém souboru nenı́ přı́liš velký ve
srovnánı́ s rozsahem výběrového souboru, pak přiřazujeme četnosti jednotlivým variantám
a hovořı́me o bodovém rozloženı́ četnostı́.

Základnı́ pojmy

Necht’ je dán jednorozměrný datový soubor

⎛
⎜⎝

x1

...
xn

⎞
⎟⎠, v němž znak X nabývá r variant. Pro

j = 1, . . . , r definujeme absolutnı́ četnost varianty x[j] ve výběrovém souboru

nj = N
(
X = x[j]

)
,

relativnı́ četnost varianty x[j] ve výběrovém souboru

pj =
nj
n
,

absolutnı́ kumulativnı́ četnost prvnı́ch j variant ve výběrovém souboru

Nj = N
(
X ≤ x[j]

)
= n1 + . . .+ nj
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22 Průvodce základnı́mi statistickými metodami

a relativnı́ kumulativnı́ četnost prvnı́ch j variant ve výběrovém souboru

Fj =
Nj
n

= p1 + . . .+ pj .

Tabulka typu jako na obrázku 2.1 se nazývá variačnı́ řada (nebo též tabulka rozloženı́ četnostı́).

x[j] nj pj Nj Fj
x[1] n1 p1 N1 F1

...
...

...
...

...
x[r] nr pr Nr Fr

Tabulka 2.1: Variačnı́ řada.

Pomocı́ relativnı́ch četnostı́ zavedeme četnostnı́ funkci

p̃ (x) =

{
pj pro x = x[j], j = 1, . . . , r;
0 jinak

a pomocı́ relativnı́ch kumulativnı́ch četnostı́ zavedeme empirickou distribučnı́ funkci

F̃ (x) =

⎧
⎨
⎩

0 pro x < x[1];
Fj pro x[j] ≤ x < x[j+1], j = 1, . . . , r − 1;
1 pro x ≥ x[r].

Četnostnı́ funkce má následujı́cı́ vlastnosti:

je nezáporná (∀x ∈ ℝ : p̃ (x) ≥ 0);

je normovaná, tj. označı́me-li M nejvýše spočetnou množinu těch reálných čı́sel, kde
je četnostnı́ funkce kladná, pak (

∑
x∈M p̃ (x) = 1).

Empirická distribučnı́ funkce má tyto vlastnosti:

je neklesajı́cı́ (∀x1, x2 ∈ ℝ, x1 < x2 : F̃ (x1) ≤ F̃ (x2));

je zprava spojitá (∀x0 ∈ ℝ libovolné, ale pevně dané: limx→x0+ F̃ (x) = F̃ (x0));

je normovaná (limx→−∞ F̃ (x) = 0, limx→∞ F̃ (x) = 1).

Přı́klad 2.1. Pro datový soubor z přı́kladu 1.3 sestavte variačnı́ řadu známek z fyziky (ozna-
čı́me jako znak X). Nakreslete grafy četnostnı́ funkce a empirické distribučnı́ funkce.

Řešenı́
Cesta k vytvořenı́ tabulky četnostı́ v systému STATISTICA: Statistiky – Základnı́ statis-
tiky/tabulky – Tabulky četnostı́ – Proměnné X – Výpočet. Dostaneme tak tabulku 2.2, kde
vidı́me, že jedničku z fyziky měli 4 žáci, dvojku 11 žáků, trojku 9 žáků, čtyřku 4 žáci a ne-
prospěli 2 žáci. Na poslednı́m řádku označeném ChD je uveden počet chybějı́cı́ch dat.

Graf četnostnı́ funkce: Grafy – Histogramy – vypneme Typ proloženı́ Normálnı́ – Pro-
měnná X – OK – na záložce Detaily vybereme Osa Y % – OK. Ve vytvořeném grafu dvakrát
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Tabulka četností:X: znamka z fyziky (zaci.sta)

Kategorie
Četnost Kumulativní

četnost
Rel.četnost Kumulativní

rel.četnost
vyborne
chvalitebne
dobre
dostatecne
nedostatecne
ChD

4 4 13,33333 13,3333
11 15 36,66667 50,0000
9 24 30,00000 80,0000
4 28 13,33333 93,3333
2 30 6,66667 100,0000
0 30 0,00000 100,0000

Tabulka 2.2: Tabulka četnostı́ k přı́kladu 2.1.

klikneme na pozadı́ grafu – vybereme Graf: Sloupce – odškrtneme Zobrazovat sloupce vy-
bereme Graf: Obecné – zaškrtneme Značky – OK.

Graf empirické distribučnı́ funkce: Při tvorbě histogramu na záložce Detaily zvolı́me
Zobrazovaný typ Kumulativnı́, Osa Y % – dvakrát klikneme na pozadı́ grafu – vybereme
Graf: Sloupce – Typ: Obdélnı́ky – OK. Oba grafy vidı́me na obrázku 2.1. Z grafu empi-
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Obrázek 2.1: Graf četnostnı́ funkce (vlevo) a empirické distribučnı́ funkce (vpravo) pro data z přı́kladu
2.1.

rické distribučnı́ funkce bohužel nelze jednoduše odstranit svislé čáry. Stojı́ za povšimnutı́, že
výška ”schodu“ v grafu empirické distribučnı́ funkce ve variantách ”výborně“, ”chvalitebně“,

”dobře“, ”dostatečně“ a ”nedostatečně“ odpovı́dá hodnotě četnostnı́ funkce v přı́slušné vari-
antě. □

Grafické znázorněnı́ bodového rozloženı́ četnostı́
Existuje několik způsobů grafického znázorněnı́ četnostı́ jednotlivých variant znaku X . Zde
uvedeme sloupkový diagram a polygon četnostı́. Sloupkový diagram je soustava na sebe ne-
navazujı́cı́ch obdélnı́ků, kde střed základny je varianta znaku X a výška je absolutnı́ či re-
lativnı́ četnost této varianty. Polygon četnostı́ je lomená čára spojujı́cı́ body, jejichž x-ová
souřadnice je varianta znaku X a y-ová souřadnice je absolutnı́ či relativnı́ četnost této vari-
anty.

Přı́klad 2.2. Pro datový soubor z přı́kladu 1.3 vytvořte sloupkový diagram pro známky z fy-
ziky (znak X) a polygon četnostı́ pro známky z chemie (znak Y ).
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24 Průvodce základnı́mi statistickými metodami

Řešenı́
Vytvořenı́ sloupkového diagramu: Grafy – Histogramy – Proměnné X – OK – vypneme
Normálnı́ proloženı́ – Detaily – zaškrtneme Mezery mezi sloupci – OK.

Vytvořenı́ polygonu četnostı́: V pracovnı́m sešitu vstoupı́me do tabulky rozloženı́ četnostı́
proměnné Y. Nastavı́me se na řádek označený ChD. Pomocı́ Přı́pady – Odstranit vymažeme
tento řádek. Nastavı́me se kurzorem na Četnost – klikneme pravým tlačı́tkem – Grafy bloku
dat – Spojnicový graf: celé sloupce. Vykreslı́ se polygon absolutnı́ch četnostı́.

Histogram z X

zaci.sta 5v*30c
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Obrázek 2.2: Sloupkový diagram pro znak X (vlevo) a polygon četnostı́ pro znak Y (vpravo) z přı́kladu
2.2.

Oba grafy jsou znázorněny na obr. 2.2. Vidı́me, že rozloženı́ známek je v obou přı́padech
velmi nerovnoměrné, převládajı́ hodnocenı́ ”chvalitebně“ a ”dobře“, varianty ”výborně“, ”do-
statečně“ a ”nedostatečně“ se vyskytujı́ méně často. □

2.2 Dvourozměrné bodové rozloženı́ četnostı́

Základnı́ pojmy

Necht’ je dán dvourozměrný datový soubor

⎛
⎜⎝

x1 y1

...
...

xn yn

⎞
⎟⎠, kde znak X má r variant a znak Y

má s variant. Pak definujeme simultánnı́ absolutnı́ četnost dvojice
(
x[j], y[k]

)
ve výběrovém

souboru
njk = N

(
X = x[j] ∧ Y = y[k]

)
,

simultánnı́ relativnı́ četnost dvojice
(
x[j], y[k]

)
ve výběrovém souboru

pjk =
njk
n
,

marginálnı́ absolutnı́ četnost varianty x[j]

nj. = N
(
X = x[j]

)
= nj1 + . . .+ njs,

marginálnı́ relativnı́ četnost varianty x[j]

pj. =
nj.
n

= pj1 + . . .+ pjs,
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Bodové a intervalové rozloženı́ četnostı́ 25

marginálnı́ absolutnı́ četnost varianty y[k]

n.k = N
(
Y = y[k]

)
= n1k + . . .+ nrk,

marginálnı́ relativnı́ četnost varianty y[k]

p.k =
n.k
n

= p1k + . . .+ prk,

sloupcově podmı́něnou relativnı́ četnost varianty x[j] za předpokladu y[k]

pj(k) =
njk
n.k

,

a řádkově podmı́něnou relativnı́ četnost varianty y[k] za předpokladu x[j]

p(j)k =
njk
nj.

.

Simultánnı́ četnosti či podmı́něné relativnı́ četnosti zapisujeme do kontingenčnı́ tabulky. Kon-
tingenčnı́ tabulka např. simultánnı́ch absolutnı́ch četnostı́ má tvar uvedený v tabulce 2.3.

y y[1] ⋅ ⋅ ⋅ y[s] nj⋅
x njk
x[1] n11 ⋅ ⋅ ⋅ n1s n1⋅

...
...

...
...

x[r] nr1 ⋅ ⋅ ⋅ nrs nr⋅
n⋅k n⋅1 ⋅ ⋅ ⋅ n⋅s n

Tabulka 2.3: Kontingenčnı́ tabulka absolutnı́ch četnostı́.

Funkce

p̃ (x, y) =

{
pjk pro x = x[j], y = y[k], j = 1, . . . , r, k = 1, . . . , s;
0 jinak

se nazývá simultánnı́ četnostnı́ funkce. Četnostnı́ funkce pro znaky X a Y odlišı́me indexem:

p̃1 (x) =

{
pj⋅ pro x = x[j], j = 1, . . . , r;
0 jinak

a

p̃2 (y) =

{
p⋅k pro y = y[k], k = 1, . . . , s;
0 jinak.

Necht’ M1 resp. M2 jsou nejvýše spočetné množiny reálných čı́sel, kde p̃1 (x) resp. p̃2 (y)
jsou kladné. Mezi simultánnı́ četnostnı́ funkcı́ a marginálnı́mi četnostnı́mi funkcemi platı́
vztahy

p̃1 (x) =
∞∑

y=−∞
p̃(x, y), p̃2 (y) =

∞∑

x=−∞
p̃(x, y).
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26 Průvodce základnı́mi statistickými metodami

Funkce p̃1∣2 (x ∣y ) zavedená vztahem

∀x ∈ ℝ : p̃1∣2 (x ∣y ) =

{
p̃(x,y)
p̃2(y) pro p̃2 (y) > 0

0 jinak

se nazývá sloupcově podmı́něná četnostnı́ funkce. Funkce p̃2∣1 (y ∣x ) zavedená vztahem

∀y ∈ ℝ : p̃2∣1 (y ∣x ) =

{
p̃(x,y)
p̃1(x) pro p̃1 (x) > 0

0 jinak

se nazývá řádkově podmı́něná četnostnı́ funkce.
Řekneme, že znaky X , Y jsou v daném výběrovém souboru četnostně nezávislé, když

pro všechna j = 1, . . . , r a všechna k = 1, . . . , s platı́ multiplikativnı́ vztah

p̃jk = p̃j⋅p̃⋅k

neboli
∀ (x, y) ∈ ℝ2 : p (x, y) = p1 (x) p2 (y) .

Definici četnostnı́ nezávislosti lze vyslovit i takto: znaky X , Y jsou v daném výběrovém
souboru četnostně nezávislé, jestliže platı́

∀y ∈ ℝ, p̃2 (y) > 0 : p̃1∣2 (x ∣y ) = p̃1 (x) ,

resp.
∀x ∈ ℝ, p̃1 (x) > 0 : p̃2∣1 (y ∣x ) = p̃2 (y) .

Znamená to, že podmı́něná četnostnı́ funkce znaku X za podmı́nky Y = y je rovna mar-
ginálnı́ četnostnı́ funkci znaku X , resp. podmı́něná četnostnı́ funkce znaku Y za podmı́nky
X = x je rovna marginálnı́ četnostnı́ funkci znaku Y .

Přı́klad 2.3. Pro datový soubor z přı́kladu 1.3:

a) sestavte kontingenčnı́ tabulky simultánnı́ch absolutnı́ch a relativnı́ch četnostı́;

b) nakreslete graf simultánnı́ četnostnı́ funkce p̃ (x, y);

c) sestavte kontingenčnı́ tabulky sloupcově a řádkově podmı́něných relativnı́ch četnostı́;

d) zjistěte, kolik procent těch žáků, kteřı́ měli jedničku z chemie, mělo dvojku z fyziky;

e) zjistěte, kolik procent těch žáků, kteřı́ měli jedničku z fyziky, mělo dvojku z chemie;

f) zjistěte, zda znaky X, Y jsou v daném výběrovém souboru četnostně nezávislé.

Řešenı́
Ad a), cesta k vytvořenı́ kontingenčnı́ tabulky v systému STATISTICA: Statistiky – Základnı́
statistiky/tabulky – Kontingenčnı́ tabulky – OK – Specif. tabulky – List 1 X, List 2 Y – OK
– OK – na záložce Možnosti zaškrtneme Procenta celkového počtu – Výpočet.
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X Y
vyborne

Y
chvalitebne

Y
dobre

Y
dostatecne

Y
nedostatecne

Řádk.
součty

Četnost
Celková četn.
Četnost
Celková četn.
Četnost
Celková četn.
Četnost
Celková četn.
Četnost
Celková četn.
Četnost
Celková četn.

vyborne 2 2 0 0 0 4
6,67% 6,67% 0,00% 0,00% 0,00% 13,33%

chvalitebne 3 3 5 0 0 11
10,00% 10,00% 16,67% 0,00% 0,00% 36,67%

dobre 1 3 2 3 0 9
3,33% 10,00% 6,67% 10,00% 0,00% 30,00%

dostatecne 0 0 1 0 3 4
0,00% 0,00% 3,33% 0,00% 10,00% 13,33%

nedostatecne 0 0 1 1 0 2
0,00% 0,00% 3,33% 3,33% 0,00% 6,67%

Vš.skup. 6 8 9 4 3 30
20,00% 26,67% 30,00% 13,33% 10,00%

Obrázek 2.3: Kontingenčnı́ tabulka z přı́kladu 2.3.

V tabulce 2.3 vidı́me, že v našem souboru jsou dva žáci (tj. 6,67 %), kteřı́ měli z obou
předmětů ”výborně“, dva žáci (tj. 6,67 %), kteřı́ měli z fyziky ”výborně“ a z chemie ”chvali-
tebně“ atd.

Ad b), nakreslenı́ grafu simultánnı́ četnostnı́ funkce: Na liště aktivujeme Výsledky: kon-
tingenčnı́ tabulky – Detaily – 3D histogramy. Vzniklý graf je třeba upravit: dvakrát klikneme
myšı́ na pozadı́ grafu – vybereme Graf – Vzhled – Typ – Špičky – OK. Výsledný graf je na
obrázku 2.4. Pozor, v grafu jsou znázorněny absolutnı́ simultánnı́ četnosti, nikoliv relativnı́.
Graf lze natáčet pomocı́ Zorného bodu.

Dvourozměrné rozdělení: X x Y

Obrázek 2.4: Graf simultánnı́ četnostnı́ funkce k přı́kladu 2.3.

Ad c), vytvořenı́ kontingenčnı́ch tabulek sloupcově a řádkově podmı́něných relativnı́ch
četnostı́: Na liště aktivujeme Výsledky: kontingenčnı́ tabulky – na záložce Možnosti zaškrt-
neme Procenta z počtu ve sloupci resp. Procenta z počtu v řádku – Výpočet. Kontingenčnı́
tabulku sloupcově podmı́něných relativnı́ch četnostı́ vidı́te v tabulce 2.4, kontingenčnı́ ta-
bulku řádkově podmı́něných relativnı́ch četnostı́ v tabulce 2.5.


