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V bézném zivoté Casto Celime problémim, pro jejichz feSeni potfebujeme nastroj, jenz
nam pomuze ucinit spravna rozhodnuti. Jednim z takovych nastroji mize byt matemati-
ka a matematické modely. Pro mnoho lidi je vS8ak Cistd matematika velmi nesrozumitel-
na a komplikovana. Tudiz je potieba ji néjak vhodné vylozit. Teorie her, jakozto samostatna
matematicka vétev, ziskala svou oblibenost pravé diky tomu, ze dokaze interpretovat mate-
matické vysledky zplsobem, kterému lidé rozuméji. Dobrym piikladem je tfeba slavna Na-
shova véta, za kterou dostal John Nash v roce 1978 John Von Neumann Theory Prize. Tato
véta nepfinasi do matematické teorie mnoho nového. Jednd se vlastné pouze o Browerovu
vétu o pevném bodu aplikovanou v prostiedi teorie her. Nicméné jeji skuteény vyznam spoci-
va v interpretaci. John Nash vytkl zavér, ktery mize byt srozumitelny témét kazdému, a tim
nezpochybnitelné pftispél k pritazlivosti matematiky. Od té doby bylo vymySleno mnoho
zakladnich modelovych her, které se vyucuji v fadé obord, jako je biologie, psychologie,
vojenskd strategie apod. Tyto hry byvaji demonstrovany na skuteénych oborovych situa-
cich, a tim je matematika pfedavana dale lidem, ktefi by tfeba o ni jinak zajem neméli.

Toto je pravdépodobné zplusobeno pojmem ,hra, ktery je lidem bézné¢ znamy a vzbuzuje
predstavu, Zze nejde o naro¢né problémy. Nicméné teorie her pouze pohlizi na matematické
problémy z jiného whlu, formuluje bézné ulohy svou vlastni feci, ale vypocty na pozadi si
zachovavaji veskerou matematickou narocnost. A pravé proto muze teorie her obsahovat
i velmi slozité a pokrocilé uvahy. ,,Klasicka teorie her®, jak ji zde pfedstavime, popisuje pre-
devsim jednokolové hry a rozdéluje konflikty do nékolika jednoduchych kategorii. My se ji
budeme zabyvat pouze z divodu, ze jde o neoddélitelné zaklady, které je potieba popsat.
V prvni kapitole je, mimo Gvodu do teorie her, definovany pojem Nashovy rovnovahy, coz je
stézejni koncept rovnovahy pro vétSinu druhti her. Kniha se nicméné orientuje na jiné typy
her, které jsou v &eské literatufe podstatné méné popsané. Ctenaf by se do jejich studia mél
pustit poté, co pochopi fungovani a konstrukci Nashovy rovnovahy v zakladnich hrach. Pro
tyto ucely doporucuji uznavanou literaturu profesora Manase (Manas, 1991) nebo o néco
star$i (Manas, 1974).

Podotknéme, ze se v této knize ¢asto budeme zabyvat hledanim né&jaké kombinace strate-
gii, kterou nazveme rovnovaznou. V takové situaci hraci nemaji diivod své strategie ménit.
Kazda kapitola se vénuje jinému typu her, tudiz budeme definovat lehce odlisné koncepty
rovnovahy. Jak vsak pfi bliz§Sim zkoumani uvidime, ackoliv se mohou tyto rovnovahy zdat
v definici odlisné, v zasadé se vSechny odrazi od jedné a té samé myslenky. Jde prave o jiz
zminény koncept Nashovy rovnovahy, jenz iika, Ze v rovnovazném stavu nema zadny jedinec
lepsi moznost nez hrat rovnovaznou strategii. Mohli bychom se vsak ptat, pro¢ viibec takovou
rovnovahu hledat. Co ndm o hracich fekne? V odpovédi na tuto otazku nesmi chybét zminka
o tom, ze popisovani a hledani rovnovaznych bodt je nedilnou soucasti jakékoliv literatury
zabyvajici se teorii her, proto by byl hfich zde tyto uvahy nevylozit. Z pragmatického hledis-
ka vSak diivod pro hledani rovnovahy existovat nemusi. Empirické prizkumy nam opakované
dokazuji, ze naptiklad lidsti hraci se podle rovnovaznych strategii nechovaji. Nicméné i kdyz
asi nebudeme schopni ptimo urcit, jak se hra¢ bude ve hie chovat jen ¢isté na zakladé naleze-
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ni rovnovazné strategie, tak jsme schopni lépe odhadovat pravdépodobné chovani hrace.
Rovnovazna strategie tak byva dobrym nastrojem k analyze chovani racionalnich hracu.

Druha a ¢tvrta kapitola se soustfedi na vicekolové hry, kdy hraji hraci tutéz hru opakované
a mohou sv¢ strategie v dalSich kolech ménit. Jednu z vétvi téchto vicekolovych her piedsta-
vuji tzv. evoluéni hry, coz jsou v zasadé vicekolové hry, do nichZ je zapracovan mechanizmus
inspirovany Darwinovou evolu¢ni teorii. Nejprve zde popisujeme evolucni hry ze statického
pohledu a definujeme koncept evolucné stabilni rovnovahy. Tim, ze se hry opakuji a hraji
vicekrat za sebou, je uzitecné divat se na evoluéni hry také z dynamického hlediska. Zejména
nas zajima, zda lze zavést n¢jaky dynamicky koncept (alespon lokalni) rovnovahy. Tu nalé-
zame pod pojmem asymptoticky stabilni rovnovaha.

Ve ctvrté kapitole se zabyvame diferencialnimi hrami. Ty se od evoluc¢nich lisi predev§im
tim, ze zatimco v evoluc¢nich hrach hraci hraji kone¢ny pocet kol a ¢as zde vystupuje diskrét-
né (skokovitg), tak v diferencialnich hrach se vzdy hraje nekoneény pocet kol a ¢as zde vy-
stupuje spojité. Trochu nepiesné by se dalo fici, Ze evoluéni hry jsou diskrétni verzi diferen-
cialnich her. 1 v diferencialnich hrach lze zavést koncept rovnovahy znamy jako Markovova
Nashova rovnovaha, ktera je opét jakousi obdobou Nashovy rovnovahy z klasické teorie her.

V paté kapitole, jez nese nazev ,statistické hry, se vracime k rozsiteni prehledu teorie
her. Vyklad je zaZen na jednokolové hry dvou hraci: statistika a prirody, pficemz se na pro-
blém divame pouze z pohledu statistika. U pfirody ocekavame, ze jde o hrace, jehoz volbu
strategie nemtzeme z dostupnych informaci spolehlivé determinovat, a proto pouzivame
matematicky aparat z teorie pravdépodobnosti. Popisujeme situaci, kdy statistik ucini po-
kus a na zakladé jeho vysledku se snazi pomoci Bayesovské metody odhadnout, jakou strate-
gii pfiroda do hry zvoli.

Sesta kapitola je zaroven posledni kapitola, ktera popisuje matematické partie teorie her.
Vénuje se v literatuie malo popisované vétvi znamé jako metahry. Tento piistup se snazi
divat na hry odliSnym zptsobem nez piedchozi hry a jeho motivace vychdzi z pozorovani
premysleni lidi. Popisujeme zde situace, kdy alespon jeden z hract voli své strategie az potg,
co vsichni ostatni oznamili ty své. Stejny model se vSak skryva i za myslenkou, Ze jeden hrac¢
dokaze spolehlivé odhadnout volbu strategii ostatnich hraca a tudiz se chova, jako by volil
svou strategii az posledni. Prave pro tuto vlastnost jsou metahry vhodné k modelovani situaci,
kde jsou hraci lidé. V samotném zavéru kapitoly je uvedena polemika ospravedlnujici tento
piistup.

Zaveérecna sedma kapitola se viibec nezabyva matematikou. Klademe si v ni nékolik
pragmatickych otazek tykajicich se pouzitelnosti teorie her v bézném zivoté. Ptame se, jak lze
vyuzit slozité modely pro situace, pied nimiz denn¢ stojime. Zda je potieba se teorii her za-
byvat a analyzovat je, nebo nam staci pouze tradi¢ni poucky, jak je psal Sun-c' a jemu podob-
ni. Tato kapitola zaroven slouzi jako doslov a shrnuti celé knihy a snazi se ukazat cestu, jak
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vidét hry v situacich kolem nds. Matematicka ¢ast je zde z pochopitelnych divodt zcela vy-
pusténa a jediné, co zbyva, jsou praktické zavéry a otazky k zamysleni.

Na samy zavér knihy je umistén Apendix, v némz jsou uvedeny a stroze okomentovany
matematické pojmy a zavéry pouzité v piedchozich kapitolach, u nichz nebyl prostor
k dislednému vykladu. Plné pochopeni zde uvedenych definici a vét predpoklada zakladni
znalosti matematické analyzy a diferencialniho poctu, ktery je vyucovan v prvnich ro¢nicich
vétsiny vysokych skol s matematickym zamétenim. Apendix pak dopliuje tuto latku zejména
o zaklady teorie miry a teorie pravdépodobnosti. Pro hlubsi pochopeni téchto myslenek je
vSak tieba obratit se na odbornou literaturu zaméiujici se pfimo na tyto oblasti matematiky.

Definice a véty uvedené v knize jsou pievzaty z literatury, jez je k nalezeni za apendixem.
Uvedena literatura vSak neni minéna jako kompletni seznam vSeho, co bylo o zde probira-
nych ¢astech napsano. Jeji kompletni vycet by vystacil na dal$i mensi knihu. V dobéch inter-
netu neni ani takovy seznam zadouci. Pokud budeme brat v potaz i internetové clanky
a elektronické publikace, tak lze fici, Ze nové texty tohoto vyukového a popularizacniho typu
se ve svété objevuji velmi Casto a jakykoliv pokus o Uplny seznam by velmi rychle zastaral.
Ctenaf majici zajem dale rozsifit své obzory v oblasti teorie her miize pokradovat ve zdrojové
literatufe uvedené v zavéru, ale stejné tak dobfe miZze zadat do internetového vyhledavace
hledany vyraz a v kratkém Case dohledat material, jenz ho zajima. Jednim dechem vsak doda-
vam, ze ¢esky napsanych textl tykajicich se pokrocilych partii teorie her je v dobé vydani
této knihy velmi omezené mnozstvi a je tak tfeba sahnout po anglicky psané literature. Kniha
by neméla byt chapana jako védecka prace a nema ambice vytvaret nové matematické zaveéry.
Mg¢la by slouzit jako privodce svétem vybranych pokrocilych partii teorie her. Kazda kapitola
je rozdélena na dvé Casti, pfiCemz prvni ¢ast je primarné matematicka a druhd ¢isté nemate-
maticka. Ob¢ ¢asti vykladaji to samé, ale matematicka ¢ast je urCena pro ¢tenafe, kterym
nedéla problém orientovat se v matematickych symbolech a povazuji tyto zapisy za prehledné
a srozumitelné. Také priklady, jez jsou zde uvedené, jsou popsané jako matematické modely,
které pak dale fesime. Naproti tomu nematematicka ¢ast neobsahuje zadné exaktni definice
a vety, vSe je zde vyjadfovano slovné. Vysledky jsou interpretovany a ilustrovany na piikla-
dech vybranych za ti¢elem provéazani hlavni myslenky probirané kapitoly s praktickymi situa-
cemi z bézného Zivota.

Vybér kapitol je proveden podle nasledujici koncepce. V ivodni kapitole jsou piedstaveny
hry, jez jsou povazovany za absolutni zaklad. Jde vSak pouze jen o jeho stru¢né ptfipomenuti,
abychom ziskali néjaky odrazovy mustek pro zajimavéjsi a slozitéjsi partie teorie her. Histo-
ricky jde také o prvni modely, které se zacaly nazyvat hrami. Tyto matematicky jednoduché
hry jsou vSak jen obtizn¢ pouzitelné, pokud bychom chtéli modelovat bézné situace néjak
presnéji. Vétsinou kdyz v zivoté volime sva rozhodnuti, tak pfemyslime dopfedu a zvazujeme
nasledky svych ¢int. Stejné tak pfemysli i nasi protihraci a vSichni tak voli své strategie
s védomim, ze touto hrou svét nekonci. Zda se tedy, ze bychom se méli zabyvat i vicekolo-
vymi hrami, které vnasi do teorie cas. Vyvoj her v Case je tak prvni krok k pokrocilym parti-
im teorie her. Evoluéni hry z druhé kapitoly pracuji se skokovitym ¢asem a diferencialni hry
pak tyto evoluéni zobecniuji a uvazuji modely, kdy ¢as plyne spojité. Pomoci aparatu z téchto
kapitol jsme jiz schopni namodelovat témét jakoukoliv situaci, kterd nas napadne a o které
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mame plnou informaci. To v§ak neni v praxi normalni. Bézn¢ se stava, ze néco nevime, nebo
neumime deterministicky modelovat. Né&jaké informace nam jsou skryté a my je musime
odhadnout. V takové chvili ma pro nas matematika modely, které pracuji s nahodou, tzv.
stochastické modely. Uvod do her, které tyto modely pouzivaji, 1ze nalézt v kapitole zabyva-
jici se statistickymi hrami. Pokud ovladneme i tuto kapitolu, pak jsme jiz schopni namodelo-
vat téméf libovolnou situaci. Dalsi krok je tedy pfirozen¢ zamyslet se nad tim, zda jsou hry
vibec pouzitelné tam, kde je pouzit chceme. Co bychom od her mohli ¢ekat, to je modelovani
rozhodovani zivych lidi. Kdyz bychom se po ptecteni paté kapitoly ohlédli, mohli bychom
zjistit, Ze dosavadni konstrukce her jde jinou cestou nez myslenky bézného ¢cloveka. Nabizi se
tedy moznost pokusit se modelovat myslenkové toky lidi jinak. O to se pokouseji metahry
popsané v Sesté kapitole. Od paté kapitoly se také méni pohled na hry. Zatimco v prvnich
ctyfech kapitolach se celou dobu divame na hry jako na ,,néjakym zpisobem fungujici sys-
tém®, tak v poslednich kapitolach hry analyzujeme zejména z pohledu jednoho individualniho
hrace. Zavéreéna sedma kapitola se pak snazi uvazovat nad skute¢nou uzite¢nosti matematic-
kych modelt a hledi na celou knihu pragmatickym okem.

Na zavér tvodu bych se s vami podélil o jednu vzpominku z doby, kdy jsem chodil do
druhé tfidy a o teorii her jsem jesté nic nevédél. Presto jde myslim o p&knou ilustraci teorie
her z bézného zivota. Tehdy jsme ve §kole v hodinach psani piechazeli od sestavovani pisme-
nek a psani tuzkou k dospélejsim metodam. Méli jsme se zacit ucit psat plnicim perem. Roz-
dali nam proto takova zelena pera, do nichz se musel nejprve natdhnout inkoust. Bohuzel
z pera vypustit do pendlu. Abyste pochopili, jaky to byl problém, tak je tfeba fici, Ze m¢ nase
tfidni ucitelka neméla rada a ¢asto mé pred tfidou zesmésiovala. Kdyby pfisla na to, co jsem
udélal, byla by Stéstim bez sebe a mohla by byt na koni nékolik tydnl. Potfeboval jsem se
néjak vyhnout tomu, abych byl oznacen za Spindiru a sklidil skodolibé posmésky od zbytku
tiidy. Pamatuji si, ze jsem o tom usilovné premyslel celou velkou prestavku, az jsem skutecné
nasel feSeni. Dnes bych ho oznacil za genialni. Byl jsem pro nasi tfidni ucitelku trnem v oku,
ale stejné tak ve tfidé méla i své oblibence. Jako byla napfiklad vé¢né vzorna Terezka. Chu-
dak Terezka méla tu smilu, Ze se stala pfili§ velkym mazlickem nasi tfidni ucitelky a tudiz
i mym vhodnym prostfedkem, jak se vyhnout cilenému ponizeni. Moje strategie spocivala
v tom, ze jsem z individualniho problému udélal daleko vétsi problém, k jehoz feSeni bylo
potieba pouzit uplné jiné prostfedky. V nepozorovany okamzik jsem Terezce udélal to, co
jsem udé¢lal sam sobé, a vypustil jsem jeji plnici pero do jejiho pendlu. Jakmile Terezka zjisti-
la, jakou spoust’ ji v penalu udélalo nové pero, fekla to ucitelce, ktera okamzité zacala zjist'o-
vat, co se stalo. Prihlasil jsem se, ze se mi pfihodilo to samé. A kupodivu se pridali jesté dalsi
dva spoluzaci se stejnym problémem, ktefi to doposud tajili. Kdybych se pftihlasil jenom ja,
bylo by to trapné, ale tim, Ze do toho byla zapletena i Terezka, ktera by nic Spatn¢ udélat
nemohla, musela byt chyba nékde jinde. Vysledkem bylo, ze ndm ucitelka dovolila pouzivat

propisky.
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1.1 Klasicka teorie her

Teorii her lze chapat jako mistek
mezi realnymi kazdodennimi problé-
my, ve kterych je potieba ucinit néja-
ké rozhodnuti, a teoretickou matema-
tikou, v niz se Casto zda, Ze se skuteCnym svétem nema nic spolecného. Situace, kde jsou nutna
rozhodnuti (nazyvané nekdy téz konflikty), mohou byt libovolného charakteru, jenz vas pii tomto
slové napadne. Muzete si pod tim predstavit spor sourozenct o to, kdo umyje nadobi, cenovou
valku dvou konkurencnich firem, boj zvifat o potravu, Sachovou partii, rozhodovani o strategii
politické kampané¢... Zalezi jen na fantazii a schopnosti vnimat danou situaci jako ,,konfliktni*
v tom smyslu, Ze je nutné vybrat strategii, s niz bude jedinec situaci fesit. Teorie her je pak moc-
nym matematickym nastrojem, ktery mize usnadnit vybér takové strategie a dosahnout 1épe kyze-
ného vysledku.

K pochopeni této knihy je nutné si uvédomit, Ze ackoliv vyuziva kazda kapitola jiny ma-
tematicky aparat a pracuje s jinymi pojmy, tak jde vzdy jen o jinou definici ¢tyi zakladnich
pojmu: hra, hra¢i, strategie a vyplata. Cela teorie her se o tyto pojmy opira a rizné katego-
rie her spocivaji jen v obmeéné vymezeni, co ktery pojem reprezentuje. To, Ze se pak dosta-
neme k jinym matematickym prostfedktim, je jiz jen disledek potfeby vznikly problém fesit.

Pojd'me si tedy slovné fici, co jednotlivé pojmy znamenaji. Hra je jakysi mechanizmus
pravidel, do néhoz vstupuji rizné inteligentni objekty zvani hraci, hrajici hru se strategiemi,
jez si zvolili z néjaké mnoziny strategii. Hra pak posbira od vsech hract jejich strategie, vy-
hodnoti je a jednotlivym hra¢tim rozd¢li vyhry neboli vyplaty.
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Tim se dostavame k vysvétleni, jak se stane, Ze si text v jedné knize o teorii her piecte bez
problémi ¢tenaf, na néhoz je kladen pouze pozadavek stiedoskolské matematiky, a v jiné,
podobné knize se pak ztraci v pojmech jako funkcional nebo stochasticky integral. Jedno je
vsak zfejmé — teorie her je predevSim matematicka disciplina, proto se bez matematiky
a logického uvazovani neobejdeme. Tvorba matematického pozadi kolem jednotlivych kate-
gorii teorie her funguje nasledovné:

1) Uréi se, jaky druh realného konfliktu chceme pomoci her modelovat.

2) Vsouladu s bodem 1) se vymezi Ctvefice zakladnich pojmi: hra, hraci, strategie
a vyplata. Napiiklad hra mtze byt jednokolova nebo vicekolova, hra¢i mohou byt
premyslivi nebo nevypocitatelni, strategie pro vSechny hrace stejné nebo ma kazdy in-
dividualni moznosti volby, vyplata vypocitatelna nebo nejista apod.

3) Kdyz mame definované ¢tyfi zakladni pojmy, tak miizeme sestavit optimaliza¢ni tlo-
hu, kterou se budeme snazit vytesit. Tato uloha ma tvar a slozitost danou pravée cha-
rakterem jednotlivych detaill, které jsme urcili v bodu 2).

4) Jakmile mame formulovanou optimaliza¢ni Glohu, tak hledame vhodny matematicky
nastroj, kterym se pokusime, co nejptesnéji tlohu vyiesit. Zamérné zde pisi ,,co nej-
presnéji®, protoze Casto jsou optimalizacni Glohy tak slozité, Ze bud’ by bylo pfesné
vyfeseni tlohy pfili§ ¢asoveé nakladné, nebo neni matematicky nastroj viibec dostupny.

5) Vysledek z bodu 4) interpretujeme do kontextu identifikovaného konfliktu z bodu 1)
a posoudime, zda jsme dostali rozumny zavér, ktery situaci néjak mize tesit, ¢i ji ale-
spon vhodné a pouziteln¢ analyzuje.

Jak ale pozname, zda nami zvoleny pfistup vhodné fesi zkoumany problém? Pro drtivou
vétsinu situaci redlného zivota nepotfebujeme znat ¢iselné presné vysledky. Uz jen fakt, Ze ve
vyplaté hracu pracujeme s uzitkem, nam dava mnoho ,piilezitosti“ k nepfesnym odhadiim
tvart vyplatnich funkci. V bodu 4) je také psano, Ze se problémy fesi Casto aproximacnimi
metodami. Dopoustime se riznych zjednoduseni, jako tfeba ze populaci 10 miliont hraca
Sikovné nahradime jednim hra¢em, abychom pak neméli 10 miliond rovnic pro vyplatu. Dife-
rencialni rovnice, které mohou vzniknout u diferencialnich her (viz kapitola 4), se ¢asto fesi
numericky, nebot’ by analytické feSeni bylo pfili§ zdlouhavé a navic bychom ho byli schopni
vypocist jen u jednoduchych her. A realné situace se jen ziidkakdy daji vyjadfit pomoci jed-
noduchych her. Po takovychto tGstupcich od idealniho feseni je pak vzdy dobré nezapomenout
na bod 5) a své zavéry si n¢jakym zplisobem otestovat. Naptiklad zda jsou v souladu
s historickymi daty. Tteba pfi Spatné volbé modelu hry nam mtze u planovani politické kam-
pané vyjit zaveér, ze nejlepsi strategii by bylo =zavést jednotnou dan z pfijmu
90 %. Politik, ktery by vsak tuto dan navrhl, by brzy zjistil, Ze vysledna optimalni strategie je
politicky neprosaditelna. V takové situaci by bylo potieba ucinit zaver, ze bud’ modelu chybe-
la né¢jaka omezeni, nebo ze se model Spatn¢ interpretoval.

Z téchto divodl se vyklad teorie her zpravidla omezuje na body 2) az 4) a body 1) a 5)
pouze pro inspiraci uvadi na nékolika ptikladech. V nasi knize budeme postupovat uplné
stejné. Nicméné hlavnim cilem knihy je, aby si pak ¢tenai dokazal kroky 1) a 5) domyslet jiz
sam, aby chapal, jak jsou jednotlivé typy her spolu propojené, aby dokazal premyslet
o kazdodennich situacich v feci teorie her.
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Ptejdéme nyni k matematické formalizaci, bez které se dale v knize neobejdeme. Obecné
muzeme hru definovat takto:

Definice 1.1: Necht je d4ina konecnd neprdzdnd N -prvkovd mnozinaH = {1, ..., N} a ddle
N méritelnych mnoZin X4, ..., Xy a N omezenych redlnych funkci M, ..., My definova-

7%0

nych na kartézském soucinuX; X ...X Xy. Hrou N hrddd v normdlnim tvaru budeme

rozumét usporddanou (2N + 1)-tici

(1.1)

G={HX,. .. Xy, My, ..., My }
MnoZinu H nazveme mnoZinou hrdacd, mnozinu X; nazveme prostorem strategii hrdce i,
prvek x; € X; nazveme strategif hrdce i a funkci M; nazveme vyplatnf funkci hrdce i (vse
proi € H).
Hodnotu vyplatni funkce M; nazveme vyplatou hrdce i. Je-li hodnota vyplatni funkce
pro daného hrdce kladnd, hovorime o zisku, je-Ii zapornd, hovorime o ztraté.
PodmnoZina mnozZiny H se nazyvd koalice. Spojenou strategii hraci z koalice
LcH, L={i,..,i,} znacime x, € X,, kde X, =X; X ..XX; je prostor spojenych
strategii hracii z L.

Zde je na misté dulezitd poznamka k znaceni. V definici (1.1) jsme oznacili x € X jako
strategiec hraci. Nicméné znaeni x jako strategie se nebudeme v nasledujicich kapitolach
striktné drzet. Proto je na misté vénovat pozornost znaceni v ivodu kazdé kapitoly, aby nedo-
$lo k chybné interpretaci vylozené latky.

Uved’'me, ze chceme-li vypocist vyplatu hrace i, tak jakkoliv mlize byt nematerialni, je
vhodné modelovat vyplatni funkce M; tak, aby vyjadrovaly uzitek, ktery danému hraci ptine-
se vysledek hry. V hrach, kde se vyskytuji penize, zpravidla pouzivame totiz predpoklad, ze
hractv uzitek je pfimo umérny vysi jeho penézniho piijmu. Uzitku se blize vénuje nésledujici
podkapitola.

Kdyz nyni zname obecnou definici hry, pojd'me se podivat, jak lze hry kategorizovat po-
moci riaznych vymezeni zdkladnich pojmu. Celkova klasifikace her je vSak v literatuie nejed-
notna. Nasledujici vycet neni uplny a ani zdaleka jediny. Pokud vsak Ctenar pochopi, ze se
k jednotlivym bodim dostane skrz obménu zakladnich pojmt, pak nebude tuto klasifikaci
potiebovat a tfeba si vytvoii i1 vlastni. Uvadim zde tento vycet kvili lepsi orientaci
v literatuie. Zde je tedy jen nékolik moznych pohledti na hry, jez mohou slouzit jako voditko
k predstave, jak hry ¢lenit ¢i klasifikovat:

'V daldim budeme zna¢it X = (X;,..,Xy), M = (M,,.., My) a hra pak bude G = (H,X, M)
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iii)

Kooperativni a nekooperativni hry

Hry jsou kooperativni, pokud mohou hra¢i uzavirat vynutitelné dohody,
v nekooperativnich hrach toto umoznéno neni.

Jednokolové a vicekolové hry

V jednokolovych hrach hrac¢i odehraji jednu hru, rozeberou si vyplaty
a zkuSenosti nabyté ve hfe jiz dale neuplatiuji. Dulezité je také, ze hraci piimo
voli své strategie na zakladé faktu, ze dalsi kola hry jiz nebudou. Ve vicekolo-
vych hrach se hraje hra vicekrat za sebou a hraci pied kazdym kolem mohou
zménit své strategie. Ve volbé rozumnych rozhodnuti vznika potieba uvazovat
vice kol dopfedu, nebot’ je zde naptiklad hrozba msty ze strany hraca, ktefi vy-

vvvvvv
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hry (viz kapitola 2).

Je tfeba zminit, Ze pokud hraci védi, ze hraji posledni kolo vicekolové hry, tak
se chovaji, jakoby hrali jednokolovou hru. Jejich volba strategii se tedy méni na
zakladé poctu kol, ktera maji pifed sebou. Dobry piiklad jednokolové hry je
konkurzni fizeni firmy v likvidaci. VSichni zucastnéni se snazi ze zbankrotované
firmy sobecky vytahnout co nejvice penéz. Zatimco pokud firma funguje nor-
maln¢ a zdravé, hraji akcionafi vicekolovou hru a jejich cile mtzou byt
i dlouhodobé, nebudou se tak snazit jen vybrat z firmy v co nejkratsim ¢ase co
nejvice penéz.

Symetrické a asymetrické hry

Pod symetrickymi hrami se zpravidla rozumi takové hry, kde hraci voli ze shod-
né mnoziny strategii. V nékterych zdrojich se jesté navic predpoklada, ze vy-
platni funkce jsou pro hrace stejné. V asymetrickych hrach nic takového neplati
a hraci se pak logicky ocitaji v nerovnocenném postaveni.

Hry s nulovym souctem a hry s nenulovym souctem

Hry, ve kterych je soucet vyplat vSech hract vzdy roven nule, jsou hry
s nulovym souctem. Velmi Casto lze za hry s nulovym souctem oznacit hry, kde
je soucet vyplat vSech hract roven jakékoliv dopiedu dané konstanté. Hry
s nenulovym souctem jsou pak hry, kde nelze dopiedu urcit, jaka konkrétné bu-
de hodnota souctu vyplat vSech hraci.

Hry s uplnou (dokonalou) informaci a s ¢astecnou informaci

Hry s Gplnou informaci jsou takové hry, kde hraci mohou znat vSechny mozné
pribéhy hry. Hry s ¢aste¢nou informaci jsou naproti tomu takové, kde hraci do-
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predu neznaji nékteré prvky ve hfe, napf. mnozinu strategii protihrace, svoji vy-
platu, pocet hract apod. V ekonomickych problémech jde témét vzdy o piipad
hry s nedokonalou informaci a ziskavani dalSich informaci je nakladné, ¢imz se
snizuje hodnota vyplatni funkce hrace, ktery vynaklada prostfedky na ziskani
chybéjicich informaci.

Vi) Nekonecneé dlouhé hry

Jsou hypotetické hry, které maji nekonecny pocet kol. Jejich vyznam je prede-
v§im teoreticky a zkoumani takovychto her mize slouzit napiiklad k poznani
chovani néjakého modelu v limitnich podminkach.

vii) Konecne, diskrétni a spojité hry

V konec¢nych hrach je mnozina strategii kazdého hrace konec¢na. V diskrétnich
hrach mize byt tato mnozina navic i nekoneéna spocetna. Pokud je tato mnozina
nespocetna, pak jde o spojité hry.

viii) Simultanni hry a metahry (neboli sekvencni hry)

Simultanni hry jsou takové, ve kterych vSichni hraci postupuji soucasné. Nebo
obecngji jde o hry, kdy hra¢i v momenté volby své strategie nevédi, jak se za-
chovaji ¢i zachovali ostatni hraci. V metahrach (viz kapitola 6) voli hraci své
strategie postupné, a tak mohou mit informace o volbach strategii nékterych
svych protihracti. Metahram se nékdy fika téz sekvenéni hry.

Inteligentni hraci jsou ti, ktefi provadéji logické analyzy a na zakladé vSech dostupnych
informaci zvoli raciondlni feSeni, jez maximalizuje hodnotu jejich modelované vyplatni funk-
ce. Takovy hra¢ bere pii vybéru své strategie v ivahu vSechna mozna rozhodnuti ostatnich
hrac¢t. Hraci, kteti voli strategie zcela nahodné, a tudiz nezavisle na hodnotach jejich modelo-
vané vyplatni funkce, se nazyvaji neinteligentni. A hraci, kteii se s pravdépodobnosti p cho-
vaji jako hraci inteligentni a s pravdépodobnosti 1 — p jako hraci neinteligentni, se nazyvaji
p-inteligentni.

Lze ukazat, ze pokud je ve hie vice hracl neinteligentnich, pak mizeme bez ujmy na
obecnosti vSechny vlivy jejich rozhodnuti shrnout do rozhodnuti jediného neinteligentniho
hrace. Jestlize je v rozhodovaci situaci jeden hrac neinteligentni (nebo s ohledem na pfedcho-
zi vétu 1 vice hracl neinteligentnich), nazvéme ho hrac¢ 1, a pouze jeden hra¢ inteligentni,
nazvéme ho hra¢ 2, pak rozhodovani hrace 2 se nazyva rozhodovani p¥i riziku tehdy, pokud
hra¢ 2 zna rozdéleni pravdépodobnosti vybéru strategie hrace 1. Pokud toto rozdeleni neni
hréci 2 znamo, hovotime o rozhodovani p¥i nejistoté.
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Mluvime-li o inteligentnim hraci generujicim raciondlni rozhodnuti (tim se zabyva podka-
pitola 1.2.2), tak musime vytvofit nastroje a koncepty, u kterych fekneme, ze premyslivy hrac¢
s nimi pii svych rozhodnutich néjakym zptsobem pracuje. Pro popis vybéru strategie inteli-
gentniho hra¢e nam muze poslouzit nasledujici definice:

Definice 1.2: N-tici strategii X = (Xy, ..., Xy) nazveme rovnovdznym bodem (prislusné
hry v normdlnim tvaru), jestlize plati:

(1.2)

M;i(X7, o X021 X0 Xy 0 Xy) < My(X3, -0, %)

pro vsechna i € H a vsSechna x; € X;. SloZka x, se nazyvd rovnovdZnou strategii i-tého
hrice.

Rovnovazna strategie i-t€ho hrace x; je nejlepsi strategic i-tého hrace za predpokladu, ze
ostatni hraci nezméni své strategie. Neékdy se téz rovnovaznému bodu (tedy kombinaci strate-
gii, kdy vsichni hraci voli rovnovazné strategie) fika Nashova rovnovaha nebo zkracené
rovnovaha. V Nashové rovnovaze z definice plati, ze kdyby se kterykoliv hra¢ samostatné
odchylil od své rovnovazné strategie, tak si svou vyplatu pohorsi. Rovnovaha nam vsak nic
nefikd o tom, jak se bude konflikt vyvijet, pokud se od ni odchyli vice hrac¢t najednou.
K tomuto nedostatku konceptu Nashovy rovnovahy se v knize jesté nékolikrat vratime.

Zatim jsme uvazovali, Ze hraci voli jen jednu strategii ze své mnoziny strategii. Predstav-
me si nasledujici situace:

- Mame jednoduchou symetrickou hru dvou hra¢ti, s mnozinou strategii {4, B}. Sledu-
jeme hru jen z pohledu hrace 1. Hra¢ 2 neni pfili§ inteligentni, nejsme si tudiz jisti,
jakou bude volit strategii. Klasicky bychom mohli fici tfeba ,,hra¢ 2 na 80 % zvoli
strategii A a na 20 % strategii B*.

- Jina situace. Hrajeme nekone¢nou sekvenéni symetrickou hru dvou hract s mnozi-
nou strategii {4, B}. Hra¢ 1 voli strategii A v praméru jednou za 4 kola a hraé¢ 2 voli
strategii A kazdé druhé kolo.

V obou situacich je potieba vyjadfit volbu strategie nikoliv jako jeden prvek z mnoziny
strategii, ale jako vektor pravdépodobnosti, sjakou voli hrd¢ 1 korespondujici strategie
z mnoziny strategii. Takovému vektoru se fika smiSena strategie. S takovou vagni definici se
spokojime pro vétsinu diskrétnich her a pro klasickou teorii her. Nicméné v této knize se
setkame 1 s pripady, kdy bude mnozina strategii nespocetna. Pak jiz nemizeme za smiSenou
strategii oznacit vektor, ale obecné pravdépodobnostni miru. Tu bude mozné ve specialnim
pripad¢ konecné mnoziny strategii vyjadrit pomoci vektoru. Tato drobna nuance méni podobu
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definic, kter¢ 1ze nalézt v literatuie zabyvajici se pouze klasickou teorii her. Na druhou stranu
nam dava do rukou znaéné& obecn&jii a silngjsi matematickou definici'.

vy

Definice 1.3: Necht’ G = (H,X, M) je hra v normdlnim tvaru. SmiSenym rozsitenim hry G
je hra T = (H,E,M), kde E = (E,,5,, ..., Ey) je vektor prostoriz;, jehoZ prvky jsou
pravdépodobnostni miry &; na X a kde

(1.3)"
M,(§) = f M,(0)d £(x)

x€eX

kde f = (fll EZ! '"!gN)

Specidlné pokud jsou prostory strategii X; pro Yi € H konecné, tak plati:

(1.4)
M;(§) = ZMi x) nfj(xj)
=1

xeX j

Prvky z prostoru X; se nazyvaji ryzf (cisté) strategie i-tého hrdce a prvky prostoru E; se
nazyvaji smisené strategie i-tého hrdce™.

Pro upiesnéni M;(§) znaci vyplatu hrace i volictho smiSenou strategii &;, pokud hraci
Jj =1,...,N zvolili smiSen€ strategie ¢;. Nyni jiz mame kompletni aparat k vyjadieni jednoho
z hlavnich a zékladnich poznatki celé teorie her. Jedna se o slavnou Nashovu vétu:

Véta 1.1 (Nashova véta): Ve smiSenych strategiich md kaZda konecnd hraVv aspori jeden
rovnovazny bod.

Diky tomu, Zze v koneénych hrach je zarucena existence smiSené rovnovazné strategie,
nazyva se rovnovazna strategie podle definice 1.2 také Nashova (rovnovazina) strategie.
Konstrukce Nashovy rovnovahy je pékné a bohaté popsana v literatute (naptiklad v (Manas,
1991)) ¢i snadno dohledatelnd na internetu. Jde v zdsadé o hledani lokélnich extrémi
s vyuzitim metod linearniho programovani. Jde o absolutni zaklad teorie her a ¢tenar by mél

"Pokud &tenaf neni seznamen s teorii miry, pak odkazuji na Apendix, kde jsou jeji zéklady vysvétleny, aby bylo
mozné pln€ pochopit uvedené definice.

! Poznamenejme, Ze integréal ve vzorci je chapan jako Lebesguetiv.

"'Pro nazornost uved’me piiklad smisené strategie: Mame mnozinu dvou strategii X = {4, B}, tak pokud je smiSena
strategie hrace & = {%,g}, pak to znamena, ze hra¢ si do hry zvoli s pravdépodobnosti § strategii A a s pravdépodob-

nosti § strategii B.

V' Kone&na je takové hra, jejiz mnoziny strategii jsou koneéné.
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s témito nastroji byt obezndmen pted tim, nez se pusti do zkoumani pokrocilejsich partii po-
psanych v nésledujicich kapitolach.

Nashova véta zaruCuje existenci rovnovaznych strategii v kone¢nych hrach, coz jsou hry,
kde je mnozina strategii konecna. Uved’'me pro tplnost vétu hovortici o podminkach, zarucuji-
cich existenci rovnovaznych strategii v hrach, kde prostory strategii miizou byt i nekonecné:

Véta 1.2: Necht’ md hra G = (H,X, M) v normdlnim tvaru tyto viastnosti:

(i) X; jsou kompaktni konvexni podmnoZiny prostori R™, i =1, ...,N.

(i) M; (x(l), e, X0 )) Jjsou konkdvni funkce v proménnych x® definované na prostorech
X;, a to pro vsechna x®, ..., x(ED x(+D  x(MN) e X' x X X;_; X Xjpq X .. X Xy,
i=1,..,N.

(iii) Funkce YN, M; (x) je spojitd v celém svém dejﬁnic“m’m oboruX; X ..X Xy.

(iv) Pro kazdé xV € X; jsou funkce M;(x®, ..., xD, ..., x™)) spojité vzhledem

kx@, L x@0 x@GD 0 xMN) na mnoZiné X, X .. X Xi_q X Xijp1 X o X Xy, i = 1,2, ..., N.
Potom hra G md alespori jednu N -tici rovnovaznych strategii.

Ted, kdyz inteligentni hra¢ jiz vi, Ze mize hledat rovnovazné body a zZe je ve smiSenych
strategiich dokonce kazda konec¢na hra ma, tak by se mohl zajimat o to, kterd z nabizenych
strategii je pro n¢j nejlepsi. K tomu mu pomtize zavedeni uspotfadani na prostoru vsech stra-
tegii:

Definice 1.4: Necht' I = (H,E, M) je smisenym rozsitenim hry G = (H,X, M), pak rek-
neme, Ze strategie &} € E; i-tého hrdce silné dominuje (je lepsi nez) strategii §¥ € &,
i-tého hrdce pokud plati:

(15‘3) vfi. = (El" ey fi—l! §i+1_' ey fN): Mi(fi' Ell) = Mi(fi! 512)
(1.5b) 3§ M;(§',¢}) > M;(§',¢7)

Znacime pak &} > &7. Pokud je spinéna pouze podminka (1.5a), pak rikime, Ze strategie
&l i-tého hrace dominuje (je aspori tak dobrd jako) strategii &7 i-tého hrace a znacime
& = &2 Pokud plati &} = &% a zdroven &} < &7, pak rikime, Ze strategie &} a&? i-tého
hréce jsou ekvivalentnf (jsou stejné dobré), znacime &} ~ &7

Diky takovémuto uspofadani jiz mizeme strategie mezi sebou porovnavat. Jak vSak uvi-
dime dale v knize (viz kapitola 6), pro slozitéjsi hry, zejména takové, kde je n€jaka mira ne-
jistoty €i rizika, nemusi byt toto uspofadani pfili§ vhodné k raciondlni analyze konfliktu.
V takovych situacich je pak lepsi zavést jiné usporadani, které néjakym zplisobem operuje
s preferencemi ¢i subjektivnim pohledem na hru jednotlivych hraca. Tim je feceno jen to, ze
usporadani zavedené v definici 1.4 je opét pouze inspirativni navod k tomu, jak by mohlo
uspofadani na prostoru strategii pro racionalniho hrace vypadat. Ctenaf, ktery na racionalnd
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uvazujiciho hrace bude klast jiné pozadavky, mize stejné tak dobie zavést jiné usporadani,
které bude 1épe odpovidat jim feSenym situacim.

1.2 Uzitek a racionalni chovani

Piseme zde o inteligentnich hracich, o racionalnim chovani a o optimalnich vysledcich, ale
co to vlastné znamena? Kdy miZzeme o n€kom prohlasit, Ze se ve hie chova racionalné ¢i
inteligentné? M¢li bychom mit néjaky standard pro to, co budeme nazyvat alesponl v néjakém
smyslu racionalni. V klasické teorii plati, Ze inteligentni hra¢ jednajici racionalné vybere
z dostupnych strategii takovou, kterd mu v nami modelované hie pfinese nejvétsi vyplatu
uzitku. Takovy koncept vSak lze aplikovat skute¢né jen na velmi jednoduché hry, ale v praxi
pak pozorujeme, Ze tento ptistup selhava.

Je zde potieba zminit, Ze problematika kolem uzitku a racionalniho chovani je pfedmétem
dlouhodobé vasnivé filozofické diskuze. Tato kniha nema ambice v tomto sméru konkurovat
matematicko-ekonomickym velikdanim. Neméla by slouzit ani jako shrnuti zakladnich po-
znatkd, ani snad jako rovnocenny nazorovy konkurent. Smysl, pro¢ jsou zde tyto odstavce
zahrnuty, je, aby se studentu teorie her relativizovaly zminéné pojmy, u kterych by mohl
z n€kterych ekonomickych uéebnic nabyt dojmu, Ze jsou jednoznacné, jasné a pevné urcené.

1.2.1 Uzitek

Definice uzitku je problém. Pokud se budeme jakkoliv snazit vyjadiit, co je to uzitek,
aniz bychom v jeho definici pouzili synonymum slova uzitek, tak zjistime, ze definice nebude
vhodné pouzitelna na vSechny situace, kde ji chceme aplikovat. Napiiklad ve slovniku Collins
Dictionary of Economics je definice uzitku nasledujici:

LUtility: satisfaction or pleasure that an individual derives from the consumption of
goods or services !

Bohuzel nam tato definice pfili§ nenapovida, jak bychom méli s uzitkem pracovat. Nejde
o matematickou definici, spise o lingvistickou. Jiné definice dopadaji podobné, a jak trefné
uzavira T. Sedlacek, pfi bliz§Sim ohledani nakonec dostaneme definici uzitku jako tautologii:

! Peklad: ,,UZitek: uspokojeni nebo potéeni, které jedinec ziska ze spotieby statku nebo sluzby*.



