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Predmluva

Zadné lidské zkoumdni nemiZe bijt nazvdno opravdovou védou,
pokud ho nemizZeme dokdzat matematicky.
Leonardo da Vinci

Tato ucebnice obsahuje zaklady matematiky v rozsahu, ktery je obvykle pro-
biran v prvnich dvou semestrech bakalarského studia nematematickych obori.
Jde o zaklady linearni algebry, diferencialni a integralni pocet funkci jedné
a vice proménnych, nekonecné fady, diferencialni rovnice, kifivkovy integrél
a autonomni systémy.

Matematika byva oznacovana za kralovnu véd. Vyznacuje se nezpochyb-
nitelnosti vysledkt a nejvyssi mirou abstrakce a presnosti, jeji krasa spociva
v logické vystavbé.

Pfi psani této ucebnice jsme si kladli nasledujici otazky: MiizZe byt matema-
tika stejné€ krdsnd jako hudba? Jak ukdzat matematiku v tomto svétle studentim,
jejichz specializaci matematika neni?

Cilem ucebnice neni naucit ¢tenare jen derivovat a integrovat, ale vést jej
také k analytickému mysleni, schopnosti definovat pojmy a formulovat pro-
blémy a tvrzeni. Pfitom jsme hledali vhodny pomér mezi matematickou pres-
nosti a srozumitelnosti tak, aby byla pristupna Sirokému okruhu ¢tenait. V ne-
posledni fadé jsme chtéli ukazat, ze matematika néas obklopuje i v kazdodennim
Zivoteé.

V kazdé kapitole je nejprve uveden matematicky aparat, kdy formou defi-
nic zavedeme nové pojmy a formou matematickych vét popiSeme vztahy mezi
nimi. Kazda matematicka véta ma predpoklady, za kterych dané tvrzeni plati.
Zménime-li predpoklady, tvrzeni nemusi ztstat v platnosti, na coz se obcas
v aplikacich zapomina. Kazdou matematickou vétu lze zcela exaktné dokazat,
avSak dikazy vzhledem k rozsahu a zaméfeni textu nejsou uvedeny. Pochopeni
matematickych pojmi a algoritmi je ilustrovdno na velkém poctu feSsenych
prikladi, nasledné jsou predvedeny aplikace v konkrétnich tlohéach s piirodo-
védnou a technickou tematikou.
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Dalsi zajimavé aplikace matematiky najdeme v mediciné, ekonomii, v hu-
manitnich a spolecenskych védéch. Tyto aplikace jsme pro nedostatek mista
nemohli zaradit, viz napf. [2|, [11], [17] nebo [21].

Zavérem bychom chtéli popfat vSem studentim a ¢tenaitm, aby se pro né
matematika stala zajimavou a inspirativni soucasti jejich védniho oboru.

Brno, ¢ervenec 2014 Autori



Kapitola 1

Linearni algebra

Obecné se da Fici, Ze linearni algebra je ¢ast matematiky, ktera se vénuje vekto-
rovym prostortim a linedrnim transformacim téchto prostort. Jedna se ovsem
o vysoce abstraktni pojmy a pokud bychom je chtéli poctivé zavést a studovat
do v8ech detailti, museli bychom linearni algebie vénovat celou knihu. V této
linearni algebra pracuje.

Jednou ze zékladnich tloh linearni algebry je feSeni systémi linedrnich
rovnic. K témto systémim vede mnoho tuloh z praxe (modelovani v ekonomii,
vyvazovani chemickych reakei, popisy tokt v sitich atd.) a navic jsou uzite¢nym
nastrojem i v jinych odvétvich matematiky. Nauc¢ime se tedy jednu z metod,
jak takové systémy FeSit — tzv. Gaussovu elimina¢ni metodu. K tomuto ucelu
zavedeme zakladni pojmy linearni algebry: matice a hodnost matice. Déale se
seznamime s pojmem determinant matice, ktery budeme potfebovat v dalsich
kapitolach, a zavedeme tzv. vlastni ¢isla, jez pozdéji pouzijeme pii feSeni tzv.
dynamickych systémi.

1.1 Systémy linedrnich rovnic a matice

Jiz na stfedni skole se Tesi systém dvou linearnich rovnic

ar+by=c
de+ey=f

pro neznamé x, y, kde a, b, ¢, d, e, f jsou néjaka dana realna cisla. Tento systém
se da Tesit napriklad s¢itaci metodou, tj. postupem, kdy jednu rovnici vynaso-
bime vhodnym ¢islem a se¢teme s druhou rovnici tak, abychom vyloudili jednu
neznamou.

Tento systém miizeme interpretovat i geometricky. Kazdéa rovnice predsta-
vuje primku v roviné a najit feSeni znamena urcit jejich prusecik. Dvé primky

11
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mohou mit bud jeden prusecik (pak ma systém jedno feSeni), nebo splyvaji
(systém mé nekone¢né mnoho feseni), nebo nemaji zadny prusecik, tj. primky
jsou rovnobézné (systém nemé zadné feSeni).

Piiklad 1.1. a) Systém dvou rovnic

r4+y=2

0 (1.1)

ma praveé jedno feSeni, kterym je z =1, y = 1.

b) Systém
r+ y=0

(1.2)
20 +2y =0

mé nekoneéné mnoho fesSeni. Neni mozné si ovsem predstavit, ze kdyz ma
tento systém nekone¢né mnoho FesSeni, pak libovolna dvojice ¢isel je fesenim
systému. Téchto nekone¢né mnoho feSeni je napiiklad ve tvaru (¢, —t), kde
t je libovolné realné ¢islo.

c¢) Naopak systém
r+ y=1

(1.3)
20 +2y =5

nema zadné reseni. O

Podobné piiklady bychom mohli uvést pro systémy vice lineadrnich rovnic o vice
proménnych, pricemz nasSe predstavivost by byla limitovana rovnicemi o tfech
neznamych, které by zastupovaly roviny v prostoru. Obecné muzeme uvazovat
o libovolném poc¢tu rovnic a neznamych, pritom se pocet rovnic nemusi rovnat
poc¢tu neznamych.

Definice 1.2. Systémem k linedrnich rovnic o n nezndmgch x1,xo,..., %y
rozumime soustavu rovnic

a11x1 + ajare + -+ -+ a1pxn = by
a1 + agere + -+ - + agpx, = by (1.4)

ap11 + agara + - - + appxy = bg.

Je-li by = by = - -+ = b, = 0, nazyva se takovyto systém homogennd.
Resenim systému (1.4) je kazda usporadana n-tice (t1,ta, . .., t,) takovych
cisel tq, to,. .., t,, kterd dané soustavé vyhovuje.
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Obecné (tj. nezavisle na poc¢tu linearnich rovnic a poc¢tu neznamgych) jsou
mozné tii pripady.

1. Systém rovnic ma prdvé jedno Tesend.

2. Systém rovnic mé nekonecné mnoho Fesent.

3. Systém rovnic neméa Zddné resend.
Zakladni otazkou tedy je, jak pozname, ktery z téchto pripadi nastane? Od-
povéd tzce souvisi s pojmy matice a hodnost matice.

Definice 1.3. Matice je tabulka ¢isel. Je-li tato matice (tabulka) sestavena
z m Tadka a n sloupci, oznacujeme ji

all a1 e QA1in

a1 ago . a9on
A= (aij) =

aml Am2 ... Amn

Rikéme, 7e A je matice typu m x n, ¢isla a;; nazyvame proky matice. Matici
typu n x 1 nazyvame sloupcovy vektor a matici typu 1 x n fadkovy vektor,
strucné vektor.

Prvky matice mohou byt i nékteré jiné matematické objekty, napf. funkce.
S takovymi maticemi se setkdme v kapitolach o diferencialnich rovnicich a vi-
cerozmérnych integralech.

Systém rovnic (1.4) mizeme reprezentovat nasledujicimi maticemi a ty pak
studovat misto néj.

Matict systému (1.4) nazyvame matici

ai; a2 ... Q1n

a1 a2 ... aon
A =

a1 Aakg2 ... Qlen

Rozsirenou matici systému (1.4) nazyvame matici

ain a2 ... Gy b
asr azy ... aon b2
ap1 Ak ... Qlen, bk

Jesté nez se ovSsem dostaneme ke studiu naseho systému, sezndmime se s ma-
ticemi podrobnéji.
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Rekneme, ze dvé matice A, B téhoz typu m X n jsou si rovny, jestlize jsou
si rovny vSechny sobé odpovidajici prvky téchto matic, tj.

a;j = b;j pro viechny indexy 1, j.

Je-li m = n, nazyvame matici A ¢tvercovou matici a ¢islo n Fddem této matice
A. Prvky ai1,a99, ... anyn tvori hlavni diagondlu matice A. Ctvercova matice,
kterd mé na hlavni diagonale samé jednicky a jinde ma vSechny prvky nulové,
se nazyva jednotkovd matice a oznacujeme ji F. Jsou-li vSechny prvky a;; rovny
nule, pak se A nazyva nulovd matice.

S maticemi muazeme provadét nasledujici operace.

Necht k& # 0 je realné ¢&islo. Vysledkem ndsobeni matice A éislem k je
matice C, jejiz prvky jsou tvaru

C,‘j = kaij.
Tedy
aill a19 . A1n k:an k‘alg . kaln
asi a9 e aAon /i'agl k‘a22 . kagn
C=k-A=Fk-| . T S| =
Amli Am2 .-  Gmn kami kams ... kamn

Necht A, B jsou matice téhoZ typu m x n. Souctem matic A, B nazyvame
matici C, jejiz prvky jsou
Cij = Qjj + bij.

Tedy
all . QA1p bll . bln
C=A4+B = : : + : : =
aml .- Amn bml e bmn
ajp +bi1 ... am+bip
Am1 +bm1 ... Qmp + b

Necht A je matice typu m X n a B je matice typu n x p. Soucinem matic A
a B (v tomto poradi) nazyvame matici C, jejiz prvky jsou

n
¢ij = ainbyj + aighoj + .- Ginbny = > aiby;.
k=1

Prvek ¢;; tedy vznikne tak, Ze vezmeme i-ty fadek matice A a j-ty sloupec
matice B, vynasobime sobé odpovidajici prvky a vSe secteme.
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Poznamka 1.4. i) Scitat lze pouze matice stejného typu. Pro matice riizného
typu neni soucet definovan.

ii) Operace nasobeni je definovina pouze pro piipad ,m x n krat n x p“.
7Z toho také vyplyva, Ze obecné neplati rovnost AB = BA. Sou¢in BA totiz
viibec nemusi byt definovan, prestoZze soucin AB provést lze, viz Priklad
1.5. Nicméné i v piipadé, kdy lze nasobit BA, rovnost AB = BA obecné
neplati.

Priklad 1.5. Proved'te nasledujici operace:

o (3 D) o (s

Reseni. a) Soucet matic je definovan pouze pro matice stejného typu, pricemz
pak s¢itdme odpovidajici prvky obou matic. V nasem piipadé dostaneme:

1 2 . 2 -1\ 142 2—-11\ 3 1
-3 4 -1 -2 ) \ -3-1 4-2 ) \ -4 2)
b) Pripomeinime, Ze sou¢in dvou matic je definovan pouze v pripadé, ze prvni

z nich ma tolik sloupcti, kolik fadkt mé druhé. V nasem pripadé je soucin
definovan a plati:

—_
—_
[a]

3 01 b3 2
54 9 ) 1 1 0 |]=
3 -1 2

_(3:140-141-3 3:3+0-1+1-(-1) 3:2+0-04+1-2
S\ 5 1+4-1+2-3 5:34+4-1+2-(=1) 5-2+4-0+2-2

B < 6 8 8 >
15 17 14 0
Maticemi nemusime jen reprezentovat koeficienty linearnich rovnic, muZzeme

jimi celé systémy rovnou zapisovat, jak ukazuje nasledujici priklad.

Piiklad 1.6. Systém rovnic (1.1) lze maticové zapsat pomoci matice typu 2x2,
sloupcového vektoru, jehoz prvky jsou neznamé z,y, a sloupcového vektoru,
jehoz prvky jsou ¢isla 2,0 z pravé strany rovnic:

¢ 60-6)
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Podobné systémy rovnic (1.2) a (1.3) jsou tvaru

LY (2 _ (0 (1 1\ (x)_ (1
2 2)\y/) \O 2 2)\y) \5)°
Systém (1.4) lze psat v maticovém tvaru

T bl
A-X=B, kde X=|:|, B=]:].
xn bn D

1.2 Hodnost matice

Vratme se nyni k otazce, ktery z moznych pripadi pii FfeSeni linearniho systému
rovnic nastane, tj. jak mizeme snadno rozlisit, kdy ma systém pravé jedno
feSeni, kdy nekoneéné mnoho feSeni a kdy Zzadné? Abychom na tuto otazku
mohli odpovédét, musime zavést pojem hodnost matice.

Pripomenme, ze vektor je uspofadand n-tice ¢isel nebo téZz matice typu
1 X n. SouCin ¢&isla s vektorem se provadi po slozkach, tj. stejné, jako by se
provadél soucin ¢isla s matici typu 1 x n. Podobné je soucet dvou vektoru
totéz jako soucet dvou matic typu 1 xn. Nulovym vektorem o rozumime vektor
slozeny se samych nul, tj. o = (0,0,...,0).

Definice 1.7. Rekneme, ze vektory ujp,...,un jsou linedrné nezduvislé,
jestlize z rovnosti

ajuy + -+ oapupy = 0
plyne ay = -+ = a, = 0. V opatném piipadé, tj. kdyz existuji ¢isla
Qai, ..., 0n, z nichz alespon jedno je rizné od nuly, tak, ze

ajug + -+ oy =0,

fikame, ze vektory uj, ..., un jsou linedrné zdvislé.

Napriiklad vektory uy = (1,2) auz = (0, 3) jsou linearné nezavislé. Vytvorime-li
totiz linedrni kombinaci téchto vektoru

a-(1,2)+5-(0,3) = (a,2a) 4+ (0,38) = (o, 2a + 35) ,
dostaneme vektor, ktery polozime roven nulovému vektoru, tj.
(a,2a4+38) = (0,0).

Odtud plyne, ze a = 0, 2a + 35 = 0, a proto také 5 = 0.
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Naopak vektory u; = (1,2) a ug = (2,4) jsou linearné zavislé, protoze napii-
klad plati, ze
2.(1,2) — 1-(2,4) = (0,0).

Nyni uvazujme matici A. Radky matice muZeme chépat jako vektory a li-
nearni nezavislost fadkt matice pak znamené linedrni nezavislost vektori. Po-
moci tohoto pojmu definujeme hodnost matice.

Definice 1.8. Hodnost matice A je ¢islo, které je rovno maximalnimu poé¢tu
linearné nezavislych radka. Oznacujeme ji h(A).

Je-li A ¢tvercova matice typu n X n, jejiz hodnost je rovna n, nazyvame
ji requldrn? matici. Je-li h(A) < n, nazyva se takova matice singuldrni.

Jak ur¢ime maximalni pocet linedrné nezavislych fadka matice? Je zifejmé,
7e v nulové matici neexistuje zadny linearné nezavisly rddek. Hodnost nulové
matice je tedy rovna nule. V dalsim proto uvazujme pouze nenulové matice,
tj. predpokladejme, Ze je aspon jeden prvek této matice nenulovy. U matice
2 x 2 snadno pozname, Ze jsou jeji fadky linearné zévislé. Nenulova matice A
typu 2 X 2 mé hodnost jedna, pokud je druhy radek nasobkem prvniho radku,

tj. matice je tvaru
A= (an 6112> _ (an a2 >
- - )
a1 G2 ka1 kais

kde k je n&jaké realné ¢islo. V opa¢ném piipadé ma matice A hodnost dva.

Piiklad 1.9. V piikladé 1.6 jsme vidéli, ze levé strany systémi (1.2) a (1.3)
1ze maticové zapsat pomoci stejné matice

11

2 2)°
Hodnost této matice je rovna jedné (linearni zéavislost fadki je zfejma). Naproti
tomu levé strany systému (1.1) jsme zapsali pomoci matice

1 1

1 -1/
Hodnost této matice je rovna dvéma (druhy fadek neni nasobkem prvniho
radku). O

vvvvvv

Setfovani linearni zavislosti, resp. nezavislosti fadkt matice vyuzijeme nasle-
dujici véty.
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Véta 1.10. Hodnost matice se nezmént, jestliZe:
1. zameénime potadi Fddki,
2. wyndsobime libovolny Tddek nenulovym cislem,
3. pricteme k danému Fddku (nebo odecteme od daného Fadku) libovolny
ndsobek jiného Tddku.

Upravy z predchozi véty souhrnné nazyvame elementdrni radkové ipravy. Po-
moci téchto uprav prevedeme matici na tzv. schodovity tvar, ze kterého jiz
snadno ur¢ime hodnost matice.

Definice 1.11. Rekneme, 7e A je matice ve schodovitém tvaru, jestlize v ma-
tici A kazdy nenulovy Fadek za¢ind vétsim poctem nul neZ predchozi fadek.

Je-li nenulovd matice A ve schodovitém tvaru, pak svym tvarem skuteéné od-
povida tomuto nazvu, nebot nuly v matici A tvori jakési ,,schody®. Pfitom
prvni fadek mize (ale nemusi) za¢inat nulou (resp. nulami), druhy fadek vsak
jiz musi zac¢inat alespon jednou nulou, tfeti fadek musi zacinat alespon dvéma
nulami atd.

Priiklad 1.12. Nésledujici matice jsou ve schodovitém tvaru:

1 01 1 00 1 0 01
A=({01 1), B={0O0O0], C=|00T10
0 0 3 0 00 0000 n

Véta 1.13. KaZdou matici lze konecngm poctem elementdrnich tddkovijch
iuprav prevést do schodovitého tvaru.

Véta 1.14. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenu-
lovyjch Tddki.

Priklad 1.15. Uvazujme matice z piikladu 1.12. Jejich hodnost je

h(A)=3, h(B)=1, h(C)=2. o

Algoritmus (postup) prevodu matice na schodovity tvar je nasledujici:

1. V prvnim kroku pfevedeme matici do tvaru, kdy méa na pozici (1,1) (prvni
fadek a prvni sloupec) nenulovy prvek aj; a ostatni prvky v prvnim sloupci
jsou nulové, tj.

ayjlr x Kk ... %
0 * * ... %
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kde na pozici x stoji n&jaké prvky (mohou byt nenulové i nulové). Je-li
a1 # 0, dosdhneme tohoto tvaru naptiklad tak, Ze prvni fadek opiSeme,
a ke druhému fadku pficteme vhodny nasobek prvniho rfadku tak, aby na
pozici (2,1) vznikla nula. Podobné postupujeme s ostatnimi radky.

2. V druhém kroku chceme ,vytvorit“ nuly ve druhém sloupci pod prvkem
[x]. Usilujeme tedy o tvar

ajl K« * *
0 * *
0 0 = *
0 0 < *

Prvni dva fadky opiSeme a poté postupujeme obdobné jako v prvnim kroku:
od ttretiho fadku odec¢teme vhodny nasobek druhého fadku, totéz pro ctvrty
radek atd.

3. Postupnymi tpravami prevedeme matici na schodovity tvar

all *x x ... *
0 % % ... *
0 0 %= ... %
0O 0 0 ... %

Pocet nenulovych radki této matice je roven hodnosti zadané matice.
Uvedeny algoritmus je nazorné ilustrovan v nasledujicim piikladé.

Priklad 1.16. Urcete hodnost matice:

125 1 3 -1 1
a) 320 |, b) 2 -1 3 2
5 41 1 10 =6 1

Resent. a) Pripomenme, Ze v prvnim kroku se snazime ziskat pod prvkem na
pozici (1, 1) samé nuly. Prvni fadek proto opiSeme. Od druhého fadku ode-
¢teme trojnasobek prvniho fadku a od tfetiho fadku odecteme pétinasobek
prvniho Ffadku. Dostaneme
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V druhém kroku usilujeme o samé nuly pod prvkem na pozici (2,2). Opi-
Seme proto prvni dva fadky a od ¢tyfnasobku tfetiho odecteme Sestinaso-
bek druhého fadku, dostavame tak matici ve schodovém tvaru

1 2 5 1 2 )
0 4 =15 |~ 0 —4 -15
0 —6 —24 0 0 -6

Pocet nenulovych radka je t¥i, a proto i hodnost dané matice je tii.

b) Postupujeme analogicky jako v pfedchozim piipadé:

1 3 -1 1 1 3 -1 1 1 3 -1 1
2 -1 3 2 |~10 =7 5 0 |~{0 =7 5
1 10 -6 1 o 7 -5 0 0o 0 0 O

Pocet nenulovych radki vysledné schodovité matice je dva, a proto je i hod-
nost zkoumané matice rovna dvéma. O

Nyni si koneéné ukdzeme, jak ze znalosti hodnosti matice systému a hodnosti
roz§ifené matice systému urc¢ime pocet feSeni systému (1.4) (tj. zda mé systém
jediné feseni, nekoneéné mnoho feseni, nebo nema zadné feseni).

Podminku, kdy mé systém (1.4) FeSeni, udava nasledujici véta.

Véta 1.17 (Frobeniova véta). Systém linedrnich rovnic md Tesent, pravé kdyz
je hodnost matice systému rovna hodnosti rozsirené matice systému.

V pripadé, jsou-li si hodnosti obou matic rovny, zbyva jesté zjistit, zda
ma systém pouze jedno, nebo nekonec¢né mnoho reseni. O tom rozhodneme na
zékladé nésledujicich dvou vét.

Véta 1.18. Systém k linedrnich rovnic o m nezndmich md jediné TeSent,

jestlize je hodnost h matice systému rovna hodnosti rozsirené matice systému
a navic je rovna poctu nezndmych n, tedy h = n.

7 této véty plyne, Ze jediné feSeni miize mit pouze systém, kde k > n. Je-li totiz
k < n, pak h(A) < k < n (pocet linearné nezavislych radku je zfejmé mensi
nebo roven poc¢tu viech radki) a situace popsana ve vété 1.18 nemuze nastat.
Slovy feceno, jediné feSeni miize mit pouze systém, ve kterém je alespon tolik
rovnic, kolik neznamych.

Véta 1.19. Systém k linedrnich rovnic o n nezndmych md nekonecné mnoho
resent, jestlize se hodnost h matice systému rovnd hodnosti rozsitené matice
a navic je tato hodnost mensi neZ pocet nezndmijch, tj. h < n. V tomto pripadé
lze n — h nezndmyjch volit libovolné.
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Homogenni systém rovnic (tj. na pravé strané systému jsou samé nuly) ma
vzdy alespon jedno FeSeni, a to tzv. trividlni feseni (z1,...,z,) = (0,...,0).
Aby mél homogenni systém netrivialni feSeni (a tedy nekoneéné mnoho fegeni),
musi podle véty 1.19 platit h < n.

Priklad 1.20. Uvazujme systémy z piikladu 1.1.

a) Rozgifena matice systému (1.1) je

1 1] 2
1 —-1] 0 )"
Hodnost této rozsifené matice je stejna jako hodnost matice systému, a to

dvé, coz je zaroven také pocet neznamych. To odpovida situaci popsané ve
vété 1.18 a podle ni tedy ma systém (1.1) pravé jedno FeSeni.

b) Rozsifena matice systému (1.2) je

1 1] 0
2 2| 0)°
Hodnost této rozsifené matice je stejna jako hodnost matice systému, a to

jedna, coz je ¢islo mensi nez pocet neznamych. To odpovida situaci popsané
ve v&té 1.19, a proto ma systém (1.2) nekoneéné mnoho feseni.
c) Rozsifena matice systému (1.3) je

1 1] 1
2 2 5 )°
Hodnost této rozsitené matice je dvé, ale hodnost matice systému je jedna.

V tomto piipadé nemé podle Frobeniovy véty 1.17 systém (1.3) zadné
Teseni. ]

1.3 Gaussova elimina¢ni metoda

Jiz zname odpovéd na otazku, kolik fegeni méa systém linearnich rovnic. Zbyva
tedy nalézt feseni takovéhoto systému. Zakladni metodou feSeni systému line-
arnich rovnic je tzv. Gaussova eliminacni metoda.

Tato metoda je zaloZena na tom, Ze FeSeni systému se nezméni, jestlize:

1. zaménime poradi rovnic,
2. vynasobime libovolnou rovnici nenulovym ¢islem,

3. pric¢teme k dané rovnici libovolny nasobek jiné rovnice.
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Jde o stejné upravy, které nezméni hodnost matice (véta 1.10). Proto pii této
metodé nepracujeme s danymi rovnicemi, ale pouze s rozSifenou matici sys-
tému.

Tuto matici pfevedeme na schodovity tvar (viz podkapitola 1.2). Potom
postupné vypocteme jednotlivé neznamé tak, ze zatneme poslednim fadkem
schodovité matice a postupujeme az k prvnimu fadku. Cely tento postup je
nézorné predveden v nasledujicich prikladech.

Piiklad 1.21. Reste systém linearnich rovnic:

a) r—2y+ z=1 b) 3x1 — 2x9 — 3w3 + 4wy = —2
—r+3y+22=0 1+ T9— T3+ T4= 2
2 — y+5z2=>5 To + 4= 1

T — 3 1

c) T — Tog+ T3 — T4 = d) z+ y—22=2

r1 — T2+ X3+ 24
dx1 — 4dxo + 4xs =
—2x1 + 2190 — 223 + x4 = —3

2
0 20 + 2y + 32 =3
4 Sr+ by +4z=1

Reseni. a) Rozsifena matice systému je tvaru

Prvni fadek ponechame beze zmény, k druhému pri¢teme prvni a od tfetiho
odec¢teme dvojnasobek prvniho. Dostaneme tak matici

1 -2 1 1
0o 1 3| 1
o 3 3| 3

Nyni opiseme prvni i druhy rfadek a od tfetiho odecteme trojnésobek dru-
hého. Ziskame tak matici

1 -2 1 1
o 1 3] 1
0 0 —-6| O

Posledni fadek odpovidé rovnici —6z = 0, a proto z = 0. Po dosazeni
z = 0 do druhého rovnosti y + 3z = 1 dostaneme y = 1. Nakonec do
prvniho Ffadku dosadime za y i z a vypocitame xz = 3. Systém mé tedy
jedno feseni (x,y,z) = (3,1,0).
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b) NapiSeme rozsifenou matici systému

3 -2
1 1
0 1
1 0

-3
-1

0
-1

O = =
[ )

a obdobné jako v predchozim pripadé ji prevedeme na schodovity tvar

3 -2 =3 4|-2 3 _9 _3 4|_9
0 -5 0 1]|-8

~(0 -5 0 1]-8
010 0 0 0 6|3
0 1 0 1 1

Vidime, Ze hodnost matice systému je rovna hodnosti rozsitené matice
systému, ale je mensi nez pocCet neznamych (h = 3, n = 4). Podle véty
1.19 plati, Ze takovy systém méa nekonetné mnoho feSeni a je mozné volit
4 — 3 = 1 neznamou (dostaneme tzv. volnou nezndmou neboli parametr).

7 posledniho tadku dostavame 6z4 = —3, proto x4 = —%. Druhy fadek
dava rovnost —Hxo+1x4 = —8 a po dosazeni za x4 = —% dostavame xy = %

Nakonec dosadime za x9 a x4 do prvniho fadku a dostaneme z1 — x3 = 1.
Této rovnosti zfejmé vyhovuje nekoneéné mnoho hodnot x1,x3. Zvolme
napf. x3 za volnou neznédmou, tj. necht zg = t, t € R. Zkoumany systém
rovnic ma nekone¢né mnoho feseni tvaru

1

T4 = —7,

1 =1+t 5

To = $3:t,

57
kde t je libovolné realné ¢islo (parametr).

Stejné jako v predchozich pripadech pfevedeme rozsifenou matici systému

na schodovity tvar
1 112
0 212 )

Opét dostavame, %e pocet neznamych je vétsi nez hodnost daného systému
(h =2, n = 4), a proto ma systém nekoneéné mnoho feseni. Volné neznamé
jsou dvé, ovem nemuzeme je volit uplné libovolné, jelikoz z posledni rov-
nice plyne, ze x4 = —1. Pak jiz na volbé nezalezi a zvolime-li napiiklad
T3 = S a x9 = t, dostaneme dosazenim do prvni rovnice, 7ze 1 = 1+t — s.
Regenim systému je tak ¢tvefice

-1 1
0 0

r1=14t—5s, x9=1 x3=35, T4=—1,

kde s,t jsou libovolna ¢isla.
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d) Postupujme podobné jako v predchozich pripadech:

1 1 =2] 2 1 1 -2] 2 1 1 =21 2
2 3/ 3 |~10 O 7|-1]~(0 0 7|-1
5 5 4] 1 0 0 14|-9 0O o0 o0} 7

7 posledniho radku plyne, Ze dany systém nemé feSeni, protoZze rovnici
0-24+0-y+0-2 =7

nelze splnit. Tvar matice také ukazuje, Ze hodnost matice systému je rovna
dvéma, ale hodnost rozsifené matice systému je rovna tfem. Podle Frobe-
niovy véty (véta 1.17) tento systém nemé zadné feSeni. O

Ukazme si nyni par piikladi, kde se mtzeme setkat se systémy linearnich rovnic
v praxi.

Aplikace 1.22 (Vyvazovani chemickych rovnic). Chemické rovnice popisuji
mnozstvi latek, které se v pribéhu chemické reakce spotiebuji a vytvori. Na-
priklad pii hoteni propanu se propan (C;Hg) spojuje s kyslikem (O,) a vytvari
oxid uhli¢ity (CO,) a vodu (H,O) podle rovnice

xr1 C3H8 —+ X9 02 — 3 COQ —+ x4 HQO .

Vyvazovat takovouto rovnici znamena nalézt cela ¢isla xq, ..., x4 tak, aby po-
¢et atomi jednotlivych prvki na jedné strané rovnice odpovidal poétu atomii
na druhé strané. Systematické TeSeni tohoto problému vede k systému lineér-
nich rovnic. V naSem konkrétnim piipadé mame t¥i rovnice (kazdou pro jeden
zastoupeny prvek v poradi C, H, O) o ¢tyfech neznamych (jedna za kazdou
slouceninu v reakei):

3 0 1 0
T 8 + X9 0 = I3 0 + x4 2
0 2 2 1

Prevedeme-li vektory u neznamych na pravé strané, dostaneme homogenni sys-
tém linearnich rovnic. Vyfesime ji Gaussovou elimina¢ni metodou a dostaneme
reSeni
1 5 3
xr1 = Zt, Tro = Zt7 I3 = 1t7 Ty =1.
Jelikoz chceme, aby bylo feSeni celo¢iselné, zvolime napi. ¢ = 4 (nejmensi
vhodna volba) a dostaneme tak rovnici

CyHg + 50, — 3CO, + 4H,0. B
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Aplikace 1.23 (Spravna dieta). V poslednich letech nastal velky boom zaj-
mu o zdravy zivotni styl a v souvislosti s nim i o spravné stravovani a rizné
diety. Zakladem je vzdy najit spravny pomér zivin, vitaminti a minerald, které
¢lovek potiebuje. Problémem je, Ze kazda potravina obsahuje rtizné mnozstvi
uziteénych latek. Celkem se takto sleduje na desitky polozek. Pro jednoduchost
si muzeme situaci ilustrovat na nékterych vitaminech a zeleniné.

Doporucéené mnozstvi Mnozstvi vitaminti v porci zeleniny
Vitamin | Denni davka Zelenina By C K
Ba 1,4mg Mrkev 0,059mg | 1,5mg Omg
C 80mg Spenat | 0,236mg | 9,8mg | 0,145 mg
K 0,075 mg Rajce 0,148mg | 19,1 mg Omg

Pokud tedy chceme ziskat vitaminy By, C a K konzumaci mrkve, §penatu
a rajcete, dostdvame nésledujici systém rovnic, kde kazda rovnice zastupuje
jeden vitamin a neznamé hraji roli po¢tu porci jednotlivych druht zeleniny:

0,059m + 0,236s +0,1487 = 1,4
15m+ 98s+ 191r= 0
0,145s = 0,075

Regeni tohoto systému je m ~ 14,7, r =~ 2,8, s &~ 0,5. Tedy abychom ziskali
vitaminy Bo, C a K, museli bychom snist skoro patnact porci mrkve, t¥i porce
rajcete a pul porce Spenatu. Poznamenejme, Ze jsme méli docela stésti, jelikoz
nés zajimaji pouze kladna feSeni rovnice, ale ta nemame zarucena. Neni tedy
jednoduché jidelnicek spravné slozit z dostupnych potravin. O

1.4 Determinant matice

Dtlezitou charakteristikou ¢tvercové matice je determinant, ¢islo utvorené z je-
jich prvkia. Pro typickou obecnou definici determinantu bychom potiebovali
mnoho novych pojmi, uvedeme tedy tzv. rekurzivni definici.

Definice 1.24. Determinant |A| ¢tvercové matice A = (a;;) typu 1 x 1 je
¢islo

‘A| = \an\ = a1 -
Determinant |A| ¢tvercové matice A = (a;;) typu n x n, n > 2 je &islo

n
= a11|A11| — ara|Asa| + -+ (- arn|Arn| =Y (1) ay | A,
Al | A1 [Avz| + -+ (=1)" M a1n| A1 (—1)7 " ay;| Ayl
=1

kde Aj; znac¢i matici, kterd vznikla z matice A odebranim prvniho rfadku

a j-tého sloupce.
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Specialné pro determinant |A| ¢tvercové matice A = (a;;) typu 2 x 2 dostavame
tzv. kriZové pravidlo:

ail a12

=1
21 a22

= 411022 — 412021 -

Pro determinant | A| ¢tvercové matice A = (a;5) typu 3 x 3 mizeme pouzit tzv.
Sarrusovo pravidlo:

a1l a2 ais
!A\ =] a21 G2 G23 | = (11022033 + 12023031 + A13021032 —
aszyp asz2 ass

—@a31a22a13 — 32023011 — 33021012-

Podle predchoziho tak miizeme snadno spocitat determinant matice 2 x 2:

7 8
'—6 2‘—7-2—8-(—6)—62,
a3 x 3:
1 -1
2 1 1|(=112+42-1-342:(—-1)-(-1)—3-1:(-1)—2-2:2—1-(—1)-1 =
3 -1

=2+24+6+3-8+1=6.

Pro vypocet determinantu vyssich rfadi miuZeme vyuzit i nésledujiciho

vztahu:
n

|A] = Z(—n”ka,km,k\, leN, 1<[<n,
k=1

ve kterém A, je matice, ktera vznikne z matice A vypusténim [-tého radku
a k-tého sloupce. Tento vztah vlastné fiki, Ze matici je moZzné tzv. rozvinout
podle libovolného radku. Vypocet determinantu matice fadu n tak prevedeme
na vypocet n determinanti fadu n — 1. Podobné miizeme matici rozvinout
i podle libovolného sloupce. Pti praktickém vypoctu volime k rozvoji fadek
(sloupec), ktery obsahuje co nejvice nul, jelikoz pak nemusime nékteré prislusné
mensi determinanty viibec pocitat. Prakticky vypocet determinantu matice si
ukdzeme na nasledujicim prikladeé.

Priiklad 1.25. Vypoctéte determinant:

2 3 4 5 0 2 3 0
0 -1 2 1 2 1 -3 1
2) 0 0 2 4| b) 0 2 1
0 3 -6 0 1 0 3
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Resend. a) Jedna se o determinant ¢tvrtého fadu, pouZijeme rozvoj podle
prvniho sloupce. Algoritmus vypoctu je vidét z postupu, exponent ¢lenu
(—1) je roven souctu fadkového a sloupcového indexu, které odpovidaji
pozici daného ¢isla.

28 EEPE s 1
=2(=D*| 0 2 4 [+0(=1)* 0 2 4|+
00z 3 6 0 3 -6 0
0 3 -6 0
3 4 3 4 5
+0- (=) =1 2 1 {+0-(=1)°| -1 2 1|=2-(-6)=-12
3 -6 0 0 2 4

0
-2 -3 1
2 13 1:2(—1)3- 1 2 -1 |+
1 0 2 1 Lo 3
1 -1 0 3
-2 1 1
+3-(=D* | 1 0 —-1|=(-2)-(-2)+3-(-3)=-5.
-1 3

O

Ptedchozi postup je pomérné jednoduchy, ale je nutné si uvédomit, Ze pro
opravdu velké matice (které by neobsahovaly fadek nebo sloupec s mnoha nu-
lami) je nepouZitelny. Naptiklad i jen pro matici 25 x 25 by vyzadoval vypocet
piiblizné 1,5 x 10%° soucint, coz by i poéitadi trvalo nékolik tisic let. V podob-
nych piipadech je matici potfeba upravit tak, aby obsahovala co nejvice nul.
Toho lze dosdhnout pomoci pravidel pro pocitani s determinanty.

1. Vynésobime-li libovolny fadek (sloupec) matice ¢islem k, determinant
vysledné matice bude k-nasobkem determinantu matice ptuvodni.

2. Zaménime-li poradi dvou fadku (sloupcii) matice, determinant vysledné
matice bude mit opa¢né znaménko nez determinant matice ptivodni.

3. Pri¢tenim k-nasobku libovolného fadku (sloupce) k jinému radku (sloupci)
se determinant matice nezméni.

4. Determinant, ktery méa pod hlavni diagonalou samé nuly, je roven sou¢inu
prvka v této diagonale.

Vztah mezi determinantem a hodnosti matice udava nasledujici véta.

Véta 1.26. Necht A je ctvercovd matice Tdadu n. Hodnost matice h(A) = n
pravé tehdy, kdyz |A| # 0.
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Pfipomenime, Ze ¢tvercovou matici A fadu n nazyvame regularni, je-li h(A) =
= n. Pfedchozi véta nam tedy fika, Ze matice A je regularni praveé tehdy, kdyz
je jeji determinant nenulovy.

1.5 Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Myslenka vlastnich ¢isel a vlastnich hodnot se objevuje na rtznych mistech
v matematice a v jejich aplikacich. Oba tyto pojmy si definujeme a naucime
se nalézt vlastni ¢isla matice. Jednu z mnoha aplikaci vlastnich ¢isel ukdzeme
pozdéji v kapitole vénované dynamickym systémum.

Definice 1.27. Necht A je ¢tvercova matice, A je komplexni ¢islo a x je
nenulovy vektor, ktery je feSenim rovnice

Ax = x. (1.5)

Pak se komplexni ¢islo A nazyva vlastni ¢islo matice A a vektor x se nazyva
vlastni vektor matice A (pfislusny vlastnimu ¢islu A).

Zamyslime-li se nad geometrickou interpretaci, pak vlastni vektor je takovy
vektor, ktery se po vynasobeni matice pouze ,natdhne“ nebo ,zkrati“, ale
nemeéni sviij smer.

7 piredchozi definice se da i snadno vyvodit, jak vlastni ¢isla matice A
nalézt. PrepiSeme-li rovnici (1.5), dostaneme

Ax —Ax =0 & (A—AE)x =0.

Mame tak vlastné homogenni systém linedrnich rovnic, u kterého pozadujeme,
aby mél jiné nez trivialni feSeni. To znamené, Ze matice A — A\F musi mit hod-
nost mensi nez n. Jinymi slovy tato matice neni regulérni a pro jeji determinant
musi platit

|[A—AE| =0. (1.6)

Rovnice (1.6) se nazyva charakteristickd rovnice matice A.

Piiklad 1.28. Urcete vlastni hodnoty matice

4 0 O
A = 5 3 2
-2 0 2

Resend. Matice A — \E je tvaru

4— A 0 0
5 3—A 2
-2 0 2-A
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Vlastni ¢isla jsou tak feSeni rovnice

4— A 0 0
5 3—A 2 =0.
-2 0 2-A

Determinant na levé strané vypocitame podle Sarrusova pravidla a dostaneme
tak rovnici

4-=XNB=X)(2—-)N)=0.
Vlastni ¢isla pak jsou A\ = 2, Ay = 3, A\3 = 4. ]
Cviceni
1. Gaussovou metodou Feste systém linearnich rovnic:

a) 3a+3b+2c+ d=10 b) a+ 5b+4c+3d +2e=3

da+2b+3c+ d= 8 20+ b+ 2c+3d+4e=6

3a+50+ c+ d=15 2b+3c+ d =0

7a +4b+ 5¢c + 2d =18 3a +4b+5c+ d+6e=9
c) br—9y+dz=1 d) b+c =0

2 4+ 3y +3z =2 20+ b—c = 1

z + 8y =1 a+ b—c+d= 2

r—2y+ z=0 a + 2b =-1

e) a+ b—2c+d=-5 f) 22-3y+2z=1
204+2b— c¢c—d= 2 r—2y+ z2=0
3a4+ b+ c+d= 8 Sr — 9y +5z=1
a— b+ c—d= 6

g) 20 —4y — z=0 h) 2 —2y+2=0
dr — 6y —32=0 3r —2y —2=0
x4+ y—22=0 dr+ y+2=0

i) 2a—3b+ c+2d= 0 j) a+2b— c+ d=0

3a+ b—2¢c— d= 6 —a— b +2d=0

4a — 2b — 3¢ — 4d = —6 2a+ b+ ¢— d=0

a+2b+3¢c—2d=-7 a +3c+3d=0
k) 2z4 y— 2=0 ) 3z+2y+ 2=3

T+ y+2z=4 T+ y+ z2=2

dr + 3y +32 =5 dxr + 3y +22 =5
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2. Vypoctéte determinant matice:

a) 4 -3 b) sinaw  cosa| c) 5 3 4
-1 2 —cosa sin o 5 =2 1
1 2 3
d) 5 -1 0] e 1 1 3 ) 3 -2 -2
8§ 7 —4 2 0 8 -3 =5 0
2 =3 =2 3 0 2 2 -2 -4

g |-1 o 3 o] n | 3 -1 1 o0

2 3 —1 1 2 2 3 1

-3 0 1 2 0 1 -1 1

4 1 0 1 -2 2 1

3. Urcete vlastni ¢isla matice:

o (p2) o ()

d) 1 -2 1] o 1 1| o9 2 0
1 -3 1 -1 1 1 3

4 -7 0 2 5 0 0 0

0 3 -4 6 8 -4 0 0

g) o o 3 8| M 0o 7 1 0

0 0 o0 1 1 -5 2 1



