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mickych specializaci, operaéni analyzu a ekonomicko-matematické metody. Zpraco-
val Fadu studijnich text(i a skript zaméfenych na zakladni kurz vy$Si matematiky, teorii
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¢lankd v oblasti teorie algebraickych hyperstruktur a matematického modelovani.
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Uvod

Znalost exaktnich metod ekonomickych teorii by méla v souasné dobé patfit
k nezbytné vybavé kazdého pracovnika na jakékoliv urovni ekonomické praxe. Z toho
pro néj jednoznacné vyplyva nutnost seznamit se s jejich matematickymi zaklady.

Stézejnim cilem autord této ucebnice, stejné jako cilem vyuky matematiky na eko-
nomickych fakultach, je poskytnout studentim zakladni znalosti vy$Si matematiky vy-
uzitelné pfi studiu navazujicich ekonomicko-matematickych pfedmétd a pfi studiu
kvantitativhich metod aplikovanych v odbornych ekonomickych disciplinach.

Ucebnice je rozdélena do Sesti kapitol, které na sebe logicky navazuji. Pro uspés-
né studium urcité kapitoly je nezbytné zvladnuti latky z pfedchozich kapitol. VZdy se
pfitom poZaduje znalost stfedoskolské matematiky v obvyklém rozsahu. V kazdé ka-
pitole je formou definic a vét bez dikazu shrnuta potfebna teorie. Zpusob vykladu je
pfitom pfizplsoben odbornému zaméreni studentu, ktefi nestuduji matematiku jako
takovou, ale potfebuji ji umét vhodné vyuzivat. Pfimo v zakladnim textu jsou probira-
né pojmy a metody ilustrovany mnozstvim FeSenych pfikladu. DalSi ulohy, oznacené
jako cviceni, jsou uréeny k samostatnému feSeni. Vysledky téchto cvieni jsou uve-
deny na konci knihy. Definice, véty, pfiklady i obrazky jsou vzdy oznaéeny dvoijici Cis-
lic, z nichz prvni znaci pofadové Cislo kapitoly a druha jejich pofadi uvnitf kapitoly.
Znackou M jsou v textu kvuli vétSi pfehlednosti oznaceny konce definic, vét a pFikladd
véetné jejich fedeni.

Ucebnice je uréena predevsim studentim prezencni i kombinované formy studia
Provozné ekonomické fakulty Mendlovy univerzity v Brné a Fakulty vojenského lea-
dershipu Univerzity obrany v Brné. Jeji obsah jednoznaéné koresponduje se stavaji-
cim studijnim planem prvnich semestrd studia na zminénych fakultach, kde oba auto-
fi pedagogicky pusobi. Byla koncipovana na zakladé skript a u€ebnich textd, které
jsou zaméfeny na dilci ¢asti probirané problematiky a které byly pouzZivany pfi vyuce
zakladniho kurzu matematiky na obou fakultach v poslednim desetileti. ZkuSenosti
Z jejich pouzivani, pfipominky a nazory jejich autort i uzivateld byly pfi tvorbé této
knihy vyuzity a autofi za né touto cestou srdec¢né dékuji. Jednim z diilezitych motivi
vzniku predkladaného textu bylo shrnout cely obsah zékladniho matematického kurzu
do jediné ucebnice, jejiz prostudovani umozni studentim Uspésné zvladnuti pfedmé-
tu Matematika.

Druhé vydani knihy reflektuje zkuSenosti autort a jejich spolupracovnikl ziskané
pfi jejim pétiletém intenzivnim vyuZzivani.

Vzhledem k tomu, Ze mnohé dal$i ekonomické fakulty v Ceské republice maji ve
svych studijnich programech zakladni kurz vysokoSkolské matematiky podobného
obsahu i rozsahu, je mozné, Ze po této u€ebnici sahnou i studenti jinych vysokych
Skol, pfedevsim ekonomického zaméreni.

VSechny liché kapitoly napsal doc. RNDr. Jifi Mouc¢ka, Ph.D., autorem sudych ka-
pitol je RNDr. Petr Radl.

Za mnohé cenné rady a pfipominky autofi dékuji doc. RNDr. Josefu Kalasovi,
CSc., RNDr. Ludmile Staré a RNDr. Milanu Vagnerovi.

Brno, srpen 2015 Autofi
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Linearni algebra, jejiz zaklady se v této kapitole studuji, se zacala vytvaret jako sa-
mostatna matematicka disciplina v 18. stoleti, kdy byl zaveden pojem determinantu
a ukazana metoda feSeni soustavy n linearnich rovnic o n neznamych. V poloviné
19. stoleti se poprvé objevuje pojem matice a dalsi metody feSeni soustav linear-
nich rovnic. Linearni algebra vS8ak neni pouze teoretickou matematickou disciplinou.
Typicka je jeji aplikovatelnost a Siroké pouziti v praxi. Bezprostfedné je vyuzivano
metod linearni algebry v linearnim programovani, jez fedi celou fadu uloh ekono-
mického charakteru.

1.1 Zakladni pojmy z teorie mnozin

V uvodnim odstavci uvadime pfehled zakladnich pojmi teorie mnozin v mife ne-
zbytné nutné pro pochopeni vSech dalSich avah. Mnozinou M rozumime souhrn
urcitych objektl chapany jako samostatny celek. Tyto objekty nazyvame prvky
mnoziny a znaCime a, b, x, y. Zapisem aeM, resp. ag¢M rozumime, Ze
a je, resp. a neni prvkem mnoziny M. Pro kazdy objekt a a mnoZinu M plati pravé
jedna z moznosti a€ M nebo a¢M . MnozZinu, ktera nema zadny prvek, znadime
symbolem @ a fikame ji prazdna mnozina. Mnozinu, ktera je souhrnem prvku
bs,...,b, oznaCujeme symbolem {b,,...,b,}.
Ze stfedoSkolské matematiky jsou dale znamy tyto zapisy a jejich vyznam:

A=B —rovnost mnozin A, B,

Ac B —mnozina A je podmnozina mnoziny B,

ANnB —prunik mnozin A, B,

AuB - sjednoceni mnozin A, B,

A-B —rozdil mnozin A, B, tedy mnozina pravé téch prvki x € A, pro které pla-
tix ¢ B.

Necht M;, M, jsou dvé mnoZiny. MnoZina vSech uspofadanych dvojic (xy,x.), kde
x;eM;, x, e M,, se nazyva kartézsky soucin mnozin M;, M, a znaci se
M; x M, . Jsou-li M;, M, libovolné mnoziny, pak binarni relaci z mnoziny M; do
mnoziny M, nazyvame kaZzdou podmnoZinu kartézského soucinu M; x M,.

Zobrazenim f z mnoziny M; do mnoziny M, nazyvame kazdou binarni relaci
f < M; x M, takovou, Ze kazdému prvku x; € M; je pfifazen nejvySe jeden prvek
X2 € M, s vilastnosti (xq,x2) € f . Nékdy se pouziva znaceni f: My — M. Je-li pfi zob-
razeni f z mnoZiny M; do mnoZiny M, kazdému prvku x; € M, pfifazen pravé jeden
prvek x, € M, , mluvime o zobrazeni f mnoziny M; do mnoziny M.. Jestlize pfi zob-
razeni f z mnoziny M; do mnoZiny M, existuje ke kazdému prvku x, € M, alespori
jeden prvek x; e M; tak, ze (x4,x2) € f, mluvime o zobrazeni f z mnoziny M; na
mnozinu M, . Jestlize je pfi zobrazeni f z mnoziny M; do mnoziny M, kazdému prvku
X1 € M, pfifazen pravé jeden prvek x, e M, a ke kazdému prvku x, e M, existuje
alespon jeden prvek x; € M; tak, ze (x4,x2) € f, mluvime o zobrazeni f mnoziny M,
na mnozinu M.
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Ddlezitou roli v matematice i v jinych védach hraje pojem (algebraické) operace.
Binarni operaci v mnoziné M rozumime kazdé zobrazeni M x M — M, které kazdé
usporadané dvojici (a,b) € M pfifazuje nejvyse jeden prvek ce M. Oznacime-li binar-
ni operaci (dale jen operace) symbolem o, mizeme psatac b =c.

Operaci o nazyvame komutativni pravé tehdy, kdyz pro kazdé prvky a,b € M plati

aob=boa.

Operaci o nazyvame asociativni pravé tehdy, kdyz pro kazdé prvky a,b,c € M plati

(aob)oc=ao(boo).

Operaci e nazyvame distributivni zleva resp. zprava k operaci o pravé tehdy,
kdyz pro kazdé prvky a,b,c € M plati

ae(boc)=(aeb)o(aec)
resp.
(boc)ea =(bea)a(cea).

Je-li operace e komutativni, nemusime rozliSovat zleva a zprava a pouzivame
pouze jeden vztah

ae(boc)=(aeb)o(aec).

VySe uvedené rovnosti byvaji také nazyvany komutativni, asociativni a distributivni
zakon.

Existuje-li v mnoziné M takovy prvek e, Ze pro kazdé xe M plati rovnost xo e = e o
X =x, nazyva se tento prvek neutralni vzhledem k operaci o. Je-li e neutralni prvek
vzhledem k operaci o a existuje-li k prvku ae M prvek a e M s vlastnostiaoc a=a o
a = e, nazyvame prvek a inverzni, piipadné opacény prvek k prvku a na mnoziné M.

Nejjednodussimi pfiklady komutativnich a asociativnich operaci jsou bézné
operace scCitani a nasobeni na mnoziné N,. Pfi operaci s€itani hraje roli neutral-
niho prvku Cislo 0, pfi operaci nasobeni €islo 1. Inverzni prvek k Zadnému Cislu
v8ak v mnoziné pfirozenych Cisel neexistuje ani vzhledem k operaci s€itani, ani
vzhledem k nasobeni. V mnoZiné realnych Cisel jsou obé operace komutativni
i asociativni a vzhledem k obéma operacim ma kazdy prvek a< M inverzni prvek

a . P¥i s¢itani je a = —a, pfi nasobeni a = l neutralni prvky jsou opét 0 a 1.
a

Ve vSech zakladnich Ciselnych mnozinach je operace nasobeni distributivni k ope-
raci sCitani, tj.a- (b+c)=ab + ac.

S celou fadou jinych operaci na rliznych mnozinach se budeme setkavat na
dalSich stranach této ucebnice.

Operace, v niz se vyskytuji pouze prvky mnoziny M, tj. M x M — M, se nazyva
vnitfni. Vyskytuji-li se pfi operaci kromé prvk( mnoziny M i prvky jiné mnoziny, napf.
R x M — M, mluvime o operaci vné&jSi. Neprazdna mnozina, na niz je definovana ale-
sponi jedna (algebraicka) operace, se nazyva algebraicka struktura. Vyznamnou al-
gebraickou strukturou je vektorovy prostor. Jeho studiem se budeme zabyvat v na-
sledujici kapitole.

Pro oznacovani zakladnich €iselnych mnozin je vSude pouzito pevnych symboli
takto:

N — mnoZina v8ech pfirozenych E&isel,
No— mnozina vSech pfirozenych Cisel v€etné nuly,
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Z — mnozina vSech celych C&isel,

R — mnozina vSech reéalnych C&isel,

R*— mnozina vSech realnych kladnych &isel,
C — mnozina v8ech komplexnich &isel.

Cviceni

1.1 Rozhodnéte, ktera tvrzeni jsou pravdiva.
a)ZcR,b)NcZ,c) NcR,d)NUZ=R,e) NuZ=2Z,f) NnR=R,
g) NNR=N,h)N-R=0,i)N-N=0,j)N-R=R-N.k) 1eNnZ,
) 1eZ-N.

1.2 Pro mnoziny A = {a,b,c,d}, B = {d,e,f} sestrojte uvedené mnoziny.
a)AnB,b) BnA,c) AuB,d) BUA, e) A-B,f) B-A,
g AxB,h)B x A.

1.3 Rozhodnéte, ktera tvrzeni jsou pravdiva a vyjadfuji distributivni zakon.
a) An(BUC)=(AnB)U(AnC),b) Au(BNC)=(AuB)n(AUC),
c) An(BNC)=(AnB)nC,d) An(B-C)=(AnB)-(AnC),
e) Au(B-C)=(AuB)-(AuC).

1.2 Vektorové prostory

1.2.1 Pojem vektorového prostoru

Vektorovy prostor je algebraicka struktura (V, +, ) se dvéma operacemi. V je
mnozina libovolnych prvku, které znacime a, b, ... a fikame jim vektory. Na V jsou
zavedeny operace scitani vektorll a nasobeni vektoru realnym cislem. Operace
s¢itani je komutativni a asociativni, existuje v ni neutralni prvek, kterym je nulovy
vektor o a ke kazdému vektoru a existuje opaény vektor —a. Operace nasobeni
vektoru realnym Cislem je asociativni a plati pro ni distributivni zakony vzhledem
k operaci s€itani vektora.

Definice 1.1 Mnozina V libovolnych prvk(, které zna€ime a, b, ... x, y a fikame
jim vektory, se nazyva vektorovy prostor, jestlize:
O Je dano zobrazeni VxV —V , jez kazdé uspofadané dvojici vektort (a, b)e

V x V pfifazuje vektor a + b € Vtak, Ze pro kazdé vektory a,b,c € V plati axiomy:

(A1) a+b=b+a,

(A2) a+(b+c)=(a+b)+c,

(A3) existuje vektor o € V takovy, ze pro kazdy vektor ae Vplatia+o=a,
(A4) ke kazdému vektoru a € V existuje vektora € Vtak, Ze plati a + (—a) = o.



1. Lineérni algebra m 17

Toto zobrazeni se nazyvéa s€itani na mnoziné V a vektora+b je soucet
vektor( a, b.

Je dano zobrazeni R x V — V, které kazdé usporadané dvojici (r, a)eRx V
pfifazuje vektor ra €V tak, ze pro kazda realna Cisla r, s € R a kazdé vek-
tory a,b e V plati axiomy:

(A5)1a = a,

(AB) r(sa) = rs(a),

(A7) (r+s)a=ra+ sa,

(A8) r(atb) =ra + rb.

Toto zobrazeni se nazyva nasobeni vektoru realnym cislem a vektor ra se
nazyva realny nasobek vektoru a. [ ]

Misto pojmu vektorovy prostor se Ize v literatufe setkat také s nazvem linearni
prostor.

Definice vektorového prostoru je znacné obecna. Této definici vyhovuje cela fada
mnozin s vhodné definovanymi operacemi. Vektorovymi prostory jsou napfiklad:

MnoZina vSech reédlnych posloupnosti s obvyklym sé&itanim a nasobenim
Cisel, tedy {a, + b,} ={a,} +{b,}.,{ra,} =r{a,} .

MnoZina vSech funkci definovanych na libovolné neprdzdné mnoZiné spolu
s obvyklym s&itanim funkci a nasobenim funkce realnym ¢islem, tedy (f + g)(x) =
= f{x) + g(x), ()(x) = rf(x).

MnoZina vSech konvergentnich posloupnosti.

Mnozina v8ech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic.

MnoZina vSech matic stejného typu.

RovnéZ pojem vektoru jakoZto prvku vektorového prostoru je vtomto pojeti velmi
obecny. Vektorem muze byt uspofadana n-tice redlnych Cisel, ale také realna funk-
ce, realna posloupnost, matice, realné €islo apod.

Priklad 1.1 Uvazujme mnozinu vSech pfirozenych Cisel N, na které definujeme
soucet pfirozenych Cisel a realny nasobek pfirozeného Cisla obvyklym zplsobem.
Rozhodnéme, zda mnoZina N spolu s operaci realného nasobku je vektorovy
prostor.
Reseni Aby mnozina N byla vektorovym prostorem, musi podle definice vekto-
rového prostoru platit:

a) Pro vSechny vektory a, b z mnoziny N je jejich souCet a + b opét vektor

z N, tedy mnoZina N je uzaviena vzhledem ke scitani.

b) Pro kazdé r € R je ra € N, tedy mnozina N, je uzavfena vzhledem

k nasobeni redlnym cislem.

c) V mnoziné N plati axiomy (A1) az (A8).

Zatimco podminka a) je zfejmé splnéna, podminka b) spinéna neni, nebot
napf. pro r = -1, a = 2 neplati ra € N a tedy mnozina N neni uzavfena v{ci naso-
beni realnym cislem. Mnozina pfirozenych ¢€isel N s obvykle definovanymi opera-
cemi tedy neni vektorovy prostor. [ ]
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1.2.2 Aritmeticky vektorovy prostor

Definice 1.2 Uspofadanou n-tici realnych &isel a = (ay,...,a,), ne N, nazyvame n-
rozmérnym aritmetickym vektorem. Realna Cisla a;, a,,...,a, nazyvame sou-

fadnicemi aritmetického vektoru a. u
Definice 1.3 Souétem aritmetickych vektorti a=(a;,...,a,) a b= (by,...,b,) na-
zyvame aritmeticky vektor a + b= (a1 +by,...,a, + b,,). [ ]
Piiklad 1.2 Pro aritmetické vektory a = (-1,6,14) a b = (1, —17, —13) je jejich
souctem aritmeticky vektor a + b = (0,-11,1). [ |
Definice 1.4 Necht r ¢ R. Realnym r-nasobkem aritmetického vektoru
a = (ay,...,an) je aritmeticky vektor ra = (ray,...,ra,). [ |
Priklad 1.3 Pro aritmetické vektory a = (—1,6), b = (2, —4) plati 5a + 3b = (1,18).

[ |

Definice 1.5 Opacénym aritmetickym vektorem k aritmetickému vektoru
a=(a1,...,a,,) nazyvame aritmeticky vektor —a= (— a1,...,—a,7). Rozdilem aritmetic-
kych vektori a—b rozumime soucet aritmetického vektoru a= (a1,...,an) a arit-
metického vektoru opacného k aritmetickému vektoru b= (b1,...,bn) ,tedya—b=a+

+ (—b) = (81,...,8,,) + (—b1,...,—bn) = (81 - b1,...,a,, - bn) |
Definice 1.6 Aritmeticky vektor o, jehoz vSechny soufadnice jsou rovny nule,
tedy 0=(0,...,0), nazyvame nulovym aritmetickym vektorem. ]

Definice 1.7 Rekneme, Ze aritmeticky vektor a= (a1,...,a,,) je roven aritmetické-
mu vektoru b= (b1,...,bn) apiSeme a = b, jestlize plati a; =b;, pro kazde
je{1...,n}. ]

Ozname nyni symbolem V,, mnozinu vSech n-rozmérnych aritmetickych vektor(.

Véta 1.1 Jestlize na mnoziné V, definujeme soucet aritmetickych vektortl z V,, a re-
alny nasobek aritmetického vektoru z V,, vztahy

a+b=(a +b,..a,+b,), ra=(ra,...ra,),
pak V, je vektorovy prostor. ]

Definice 1.8 Mnozina V, vSech aritmetickych vektor(, na které jsou definovany

operace scitani vektorl a nasobeni vektoru realnym cislem vztahy
at+b=(a;+by...,a,+b)ara= (ra1,...,ra,,),

se nazyva n-rozmérny aritmeticky vektorovy prostor. ]

Z definice aritmetického vektorového prostoru a predchazejici véty je zfejmé, Ze
kazdy aritmeticky vektorovy prostor je vektorovym prostorem ve smyslu definice
1.1 a stejné tak kazdy aritmeticky vektor je vektorem.

Kromé operace nasobeni vektoru realnym Cislem, zavadime v aritmetickém vekto-
rovém prostoru jesté jiné nasobeni, a to tzv. skalarni soucin vektoru.

Definice 1.9 Skalarnim soucinem aritmetickych vektoru a = (as,...,a,) a b = (bs,...,by)
rozumime Gislo ab = a1by + axb, + ... + a,b,. [ |
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Priklad 1.4 Skalarnim soucinem aritmetickych vektorll a = (6, -3, 0, —9) a b = (2,
-1,5,-3)jeCisloab=6-2+(-3)- (-1)+0-5+(-9) 3 =-12. u

1.2.3 Podprostor vektorového prostoru

Definice 1.10 Necht' V je vektorovy prostor, W neprazdna podmnozina mnoziny V.
Rekneme, e mnozina W je podprostor vektorového prostoru V a piSeme
W cV, jestlize plati:

(1) Pro kazdou dvojici vektorlia, b s W jea+b cW .
(2) Pro kazdé realné Cislo r € R a kazdy vektora e W jera e W . ]

Podprostor W vektorového prostoru V je vzdy vektorovym prostorem. Vyplyva to
z toho, Ze v podprostoru W plati axiomy (A7)—(A8) a podle podminek (1) a (2)
z definice podprostoru je mnoZina W uzaviena vzhledem k operacim scitani vek-
torll a nasobeni vektoru redlnym Gislem.

Necht' o je nulovy vektor vektorového prostoru V. Jednoprvkova mnoZzina obsahu-
jici pouze nulovy vektor, tedy mnozina {0} je podprostor vektorového prostoru V.
Mnozina {0} se nazyva trivialni vektorovy prostor. Trivialni vektorovy prostor je je-
diny vektorovy prostor, ktery ma konec¢ny pocet prvkd (obsahuje-li vektorovy prostor
alespori jeden nenulovy vektor, pak obsahuje sou¢asné vSechny realné nasobky to-
hoto vektoru a téch je nekoneény pocet).

Ve smyslu shora uvedené definice je podprostorem libovolného vektorového pro-
storu V také cely vektorovy prostor V.

Definice 1.11 Necht a, a,...,a jsou prvky vektorového prostoru V. Rekneme,
ze vektor a je linearni kombinaci vektorl ay,...,ay, jestlize existuji realna cisla
Ci,...,Cx takova, Ze plati @ = cia, + ...+ ca, Cisla ¢;,...,c, se nazyvaiji koeficienty
linearni kombinace. u

Priklad 1.5 Nulovy vektor o je linearni kombinaci libovolné skupiny vektor(
a.,...,ax z vektorového prostoru V, protoze plati o = Oay + ... + Oa,. Linearni
kombinace vektort, ve které jsou vSechny koeficienty rovny nule, se nazyva trivi-
alni linearni kombinace. [ |

Priklad 1.6 Zjistétme, zda vektor a = (2, 1, 6) je linearni kombinaci vektor(
a;=(4,0, -1Yaa,=(2,0,5).
Reseni Podle definice linearni kombinace je tfeba najit realna &isla c¢1,c. tak,
aby platilo

a=cjastcray.
Po dosazeni souradnic vektort a, a4, a, do této rovnice obdrzime

(2, 1, 6) = (4C1 + 2C2, OC1 + 0C2, —1 Ccq+ 5C2).

Podle definice rovnosti aritmetickych vektort to znamena, Ze plati

2=4c¢,+2¢,,

1= OC1 + 002 ,

6=-1c, +5¢,.
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Zfejmé neexistuji Zadna realna ¢isla c¢y,c, vyhovujici této soustavé rovnic (viz
druha rovnice), proto vektor a neni linearni kombinaci vektorl a4, a,. ]

Pojem linearni kombinace vektord nam umoznuje demonstrovat dalSi pfiklad pod-
prostoru vektorového prostoru V. UvaZujme vektory ay,...,ax z vektorového prosto-
ru V. Oznaéme [ay, ..., aJ mnozinu vSech linearnich kombinaci vektoru ay, ..., ax,
tedy [a4, ..., ak] ={a€V ;a=cias + ...+ cax, Cy,....,Ck €R}.

Definice 1.12 Necht ay,...,ax jsou vektory z vektorového prostoru V. Mnozina
[@4, ..., @] vSech linearnich kombinaci vektorl ay,...,ax se nazyva linearni obal
mnoziny vektorl {a, ..., ag. [ |

Véta1.2 Jsou-li ay, ..., ax vektory z vektoroveho prostoru V, pak je jejich linearni
obal [ay, ..., a4 podprostor vektorového prostoru V. u
Linearni obal [a4,...,a4] je podprostor vektorového prostoru a jako takovy je sam vek-

torovym prostorem. Vektorovy prostor [a4,...,a] je zfejmé ,nejmensSi“ vektorovy
prostor obsahujici vSechny vektory ay,...,ax.

Definice 1.13 Necht ay,...,ax jsou vektory z vektorového prostoru V. Jestlize kazdy
vektor ae V' je linearni kombinaci vektor( ay,...,ax, fikame, ze vektorovy prostor V je
generovan vektory ay,...,ax a této mnoziné vektort fikdme mnozina generatoru
vektorového prostoru V. [ ]

Z uvedené definice vyplyva, ze mnozina vektorl ay,...,ax je mnozinou generatorti vek-
torového prostoru V pravé tehdy, kdyz plati V = [ay,...,a4.
Trivialni vektorovy prostor je generovan nulovym vektorem o.

Priklad 1.7 Dvojice vektorl j; = (1, 0), j» = (0, 1) je mnozinou generatord aritme-
tického vektorového prostoru V,. Snadno ovéfime, Ze libovolny vektor
a = (as,a,) lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektorl jj , j» ve tvaru a = aqji+ as jo.

[ |

Priklad 1.8 Rozhodnéme, zda vektory x = (1, =3), y = (-1, 4) jsou mnozinou
generator( aritmetického vektorového prostoru V..
Reseni Vektory x, y generuji prostor V,, jestlize pro kazdy vektor a = (a;, a,)
existuji realna Cisla ¢4, ¢, tak, Ze plati a = ¢1x+ cyy.
Po dosazeni soufadnic vektorl a, x, y do pfedchoziho vztahu obdrzime soustavu
dvou linearnich rovnic o dvou neznamych ¢4, ¢;:

a; = C1—Cy,

a, =-3c¢c4 + 4c,.
Vynasobime-li prvni rovnici étyfmi a obé& rovnice selteme, ziskame ¢, = 4a, + a,.
Obdobné po vynasobeni prvni rovnice tfemi a nasledném secéteni mame

cp, =3aq + a.
ProtoZze kazdy vektor a = (aa)) z V. je mozné napsat ve tvaru
a = cix+cy = (4a, + ax)x + (3a; + ay)y, je prostor V, generovan vektory x, y .

[ |
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Priklad 1.9 Mnozinou generatorl vektorového prostoru V, jsou také vektory
x = (3,0), y = (5,1), z = (0,4), nebot pro kazdy vektor a = (as,a,) plati napf.

1 1
a=—ax+0y+—arz. |
gaX Ty A

Z uvedenych pfikladd je vidét, Ze mnoZina generatorl vektorového prostoru
V neni jedina a Ze dokonce ani po¢et generatort neni jednoznacné urcen.

BlizSi pfedstavu o mnozinach generatord vektorového prostoru V dava nasleduijici
véta.

Véta 1.3 Necht {a,,...,ax} je mnozina vektor( z vektorového prostoru V a {bx,...,bg}
je mnozina vektord, ktera vznikla z mnoziny vektort {a,,...,ax} jednim z nasledujicich
zpUsobu:

a) zménou poradi vektor(,

b) nasobenim libovolného vektoru nenulovym realnym cislem,

c) pri¢tenim k libovolnému vektoru linearni kombinace ostatnich vektor(,
d) vynechanim vektoru, ktery je linearni kombinaci ostatnich,

e) pfidanim vektoru, ktery je linearni kombinaci ostatnich vektor(.

Jestlize mnozina vektortl {ay,...,ax} tvofi mnozinu generatort vektorového prostoru V,
pak také mnozina vektorl {by,...,by} tvofi mnoZinu generatord vektorového prostoru V.
[ |

Z uvedené véty vyplyva, ze kazdy netrividlni vektorovy prostor ma nekonecné
mnoho mnozin generatord. Véta navic uvadi seznam Uprav, kterymi muzeme
z jedné mnoziny generatorll vektorového prostoru vytvofit jinou. S podobnymi
Upravami se v prvni kapitole knihy setkame na vice mistech (hodnost matice, fe-
Seni soustav linearnich rovnic).

1.2.4 Linearni zavislost a nezavislost vektoru

Definice 1.14 Necht a,,...,a, jsou vektory z vektorového prostoru V. Rekneme,
Ze vektory a,,...,a, jsou linearné zavislé, jestlize existuji realna cisla cy,...,cy,
z nichz alespon jedno je rdzné od nuly, takova, ze plati ciay + ...+ ceax = o.
V opacném pfipadé se vektory a,...,a, nazyvaji linearné nezavislé. Miuvime ta-
ké o linearni zavislosti, resp. linearni nezavislosti mnoziny vektort {a4, ..., a,}. ®

Vektory a,,...,a, jsou podle uvedené definice linearné nezdvislé pravé tehdy,
kdyz ze vSech jejich moznych linearnich kombinaci je nulovému vektoru o rovna
pouze jejich trivialni linearni kombinace. Vektory as,...,ax jsou pak linearné zavis-
Ié pravé tehdy, kdyz existuje souasné né&jaka jejich netrivialni linearni kombina-
ce, ktera je rovna nulovému vektoru o.

Uvédomme si pfitom, Ze pro k = 1, tedy v pfipadé jednoho vektoru a,, je tento vek-
tor linearné zavisly pravé tehdy, kdyz je nulovy. Pouze pro nulovy vektor o totiz plati
rovnice c10 =0, kde ¢, je rdzné od nuly. Nenulovy vektor a, je vzdy linedré neza-
visly, nebot rovnice cias = 0 je spInéna jen tehdy, kdyz ¢, = 0.
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Priklad 1.10 Rozhodnéme, zda vektory a, =(-1,3), a, =(2,6) patfici do arit-
metického vektorového prostoru V, jsou linearné zavislé €i nezavislé.

Reseni Podle definice 1.14 je tfeba zjistit, pro ktera realna gisla c,,c, je spinéna
rovnice cia; + ca; = o.

Po dosazeni souradnic vektori a,,a,,o do této rovnice dostavame soustavu linear-
nich rovnic

—c,+2¢, =0,

3¢, +6¢, =0.
Snadno se zjisti, Ze soustava ma jediné feSeni ¢, =c, =0 a Ze nulovému vektoru
o je rovna pouze trivialni kombinace vektort a,,a, . Vektory a,,a, jsou tedy linear-
né nezavislé. |

PFi rozhodovani o linearni zavislosti €i nezavislosti vektorl je mozno nékdy vy-
hodné vyuzit nasledujicich dvou vét 1.4 a 1.5.

Véta 1.4 Necht a,,...,a, jsou vektory z vektorového prostoru V, k > 2. Vektory
a,,...,a, jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz alespoi jeden z nich je linearni
kombinaci ostatnich. [ |

Kazda skupina vektori obsahujici nulovy vektor o je linearné zavisla. Vyplyva to
z predchozi véty a z toho, Ze nulovy vektor je trivialni kombinaci ostatnich vekto-
rd. Dva vektory jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz jeden z nich je realnym
nasobkem druhého.

Priklad 1.11 Rozhodnéme, zda vektory a, =(3,1,6), a, =(2,3,-1), a, =(5,4,5)
z aritmetického vektorového prostoru V; jsou linearné zavislé i nezavisle.

Reseni Je ihned vidét, e a, = a, +a,. Vektor a, je linearni kombinaci vektord
a,,a,, coz podle pfedchozi véty 1.4 znamena, Ze vektory a,,a,,a, jsou linearné
zavislé. u
Véta 1.5 Necht a,,...,a, jsou linedrné nezavislé vektory z vektorového prostoru
V, k 2 2. Pak také vektory a,,...,a,_, jsou linearné nezavislé. [

V podkapitole 1.3 o maticich si ukazeme, Ze o linearni zavislosti €i nezavislosti
aritmetickych vektor se da efektivné rozhodnout prostfednictvim pojmu hodnosti
matice.

1.2.5 Baze a dimenze vektorového prostoru

Z ptedchoziho odstavce vime, Ze kazdy vektorovy prostor V ma nekone&né mno-
ho mnozin generator(, pficemz jednotlivé mnoziny generatord se mohou lisit po-
¢tem vektort. Jsou-li vektory mnoziny generatord a,,...,a, linearné zavislé, pak
alespon jeden z nich je linearni kombinaci ostatnich vektord a takovy vektor Ize
podle véty 1.3 z mnoziny generatort vynechat. Vynechame-li takto v mnoziné ge-
neratorl vSechny vektory, které se daji vyjadfit ve tvaru linearni kombinace ostat-
nich vektord, dostaneme mnozinu generatord tvofenou linearné nezavislymi vek-
tory. Takovymi mnozinami generatort se budeme dale zabyvat.
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Definice 1.15 Mnozina generator(i vektorového prostoru V, jejiz vektory jsou li-
nearné nezavislé, se nazyva baze vektorového prostoru. u
Priklad 1.12 UkaZme, Ze vektory j,=(1,0,0), j, =(0,1,0), j; =(0,0,1), tvofi
bazi aritmetického vektorového prostoru Vs .

ResSeni Kazdy vektor a = (a4, a,, az) se da vyjadfit jako linearni kombinace vek-
tord ji, j2,js ve tvaru a = aqj; + ayj, + asjs , tedy vektory ji, j2, js generuji vekto-
rovy prostor Vs .

PFitom rovnice cyj; + ¢, j2 + ¢3j3 = 0 vede na soustavu rovnic

C :0’
Cz =0,
Cs :O!

ktera ma jediné fedeni a vektory jy, j2,js jsou tedy linearné nezavislé. Ukazali
jsme, Ze vektory ji, j2, jz generuji vektorovy prostor V; a jsou zaroveri linearné
nezavislé. Podle definice 1.17 tvofi tedy bazi vektorového prostoru V;. u

Véta 1.6 Necht {a;, ...,ax} je mnozina generator(i vektorového prostoru V, tedy
kazdy vektor a € V se da napsat ve tvaru a = cias + ... + cax Vektory a,...,a,
tvofi bazi vektorového prostoru pravé tehdy, kdyz koeficienty c,,...,c, jsou ureny
jednoznacné. [ ]

Necht {ay, ...,ax} je baze vektorového prostoru V. Podle pfedchozi véty Ize kazdy
vektor a e V jednoznacné zapsat ve tvaru a = cjas + ...+ cax. Koeficienty c,,...,c,
této linearni kombinace se nazyvaji souradnice vektoru a vzhledem k bazi
a,,...,a, .

Véta 1.7 Necht Vije vektorovy prostor sbazi {as,...,ax}. Pak kazda mnozina
k linedrné nezavislych vektord b,,...,b, € V tvofi také bazi vektorového prostoru V.

Priklad 1.13 Rozhodnéme, zda vektory a, =(1,0,0), a, =(1,0,1), a; =(0,1,1)
tvofi bazi aritmetického vektorového prostoru Vs.

Reseni Vime, e ve V; existue baze o tfech vektorech (napf.
Jj1=(1,0,0), j2 =(0,1,0), j3 =(0,0,1)), takZze podle pfedchozi véty stali ovéfit linearni
nezavislost vektorll a,,a,,a;.

Vyjdeme zrovnice cias; + ... + cax = o, dosadime soufadnice vektorQ
a,,a,,a,;,0 aobdrzime soustavu linearnich rovnic
cit+ ey =0
C3 = 0
co+c3=0
Odecteme-li od souctu prvnich dvou rovnic tfeti rovnici, dostaneme c, =0 a dale
¢, =c¢, =0. Vektory a,,a,,a, jsou linearné nezavislé a tvofi bazi V. u

Je ziejmé, ze baze netrivialniho vektorového prostoru neni jedina. Vznika otazka,
zda rGizné baze téhoz vektorového prostoru se mohou liit poétem vektor(i. Na tu-
to otazku odpovida nasledujici véta a jeji disledek.
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Véta 1.8 Existuje-li ve vektorovém prostoru V baze o k vektorech, pak kazda
mnozina vektord obsahujici vice nez k vektort je linearné zavisla. ]

Dusledek Jestlize ay,...,ax a by,...,by jsou dvé baze vektorového prostoru V,
pak plati k = q. [ ]

Zjistili jsme tedy, Ze pocet vektora v libovolné bazi vektorového prostoru je vzdy
stejny. Cislo udavajici poCet vektoru v libovolné bazi je pro kazdy vektorovy
prostor charakteristické a nazyva se dimenzi vektorového prostoru.

Definice 1.16 Pocet vektorl v libovolné bazi vektorového prostoru V se nazyva
dimenze vektorového prostoru V a znaci se dim V. [ ]

Z véty 1.8. vyplyva, ze dimenze vektorového prostoru Vje rovna maximalnimu
poctu linearné nezavislych vektorl ve V. V trividlnim vektorovém prostoru baze
neexistuje, protoZze o neni nezavisly vektor, proto je pfirozené mu pfifadit dimenzi
rovnou 0.

Priklad 1.14 NejCastéji pouzivanou bazi aritmetického vektorového prostoru V,,
je mnozina n-rozmérnych jednotkovych vektor( v poctu n, tedy mnozina vektort

ji=(10,...0),
= (01....0).
jn=(0,0,...1).

Tyto vektory jsou ziejmé linearné nezavislé a protoze pro kazdy vektor
a=(a,...,a,)eV, plati a = ajj; + ... + ayj, €V,, tvofi vektory j,,...,j, mnoZinu
generatorQ prostoru V,. Mizeme tedy fikat, ze V, je aritmeticky vektorovy prostor
dimenze n nebo n-rozmérny aritmeticky vektorovy prostor a psat dim V, = n. ]

Cviceni
1.4 Rozhodnéte, které z nasledujicich Ciselnych mnozin spolu s uvedenymi ope-
racemi tvofi vektorovy prostor.
a) Mnozina vSech realnych Cisel R, kde soucet realnych Cisel a realny na-
sobek realného ¢isla definujeme obvyklym zplsobem.
b) MnozZina v8ech kladnych &isel R*, kde soucet kladnych gisel a redlny
nasobek kladného ¢isla definujeme obvyklym zplsobem.
¢) Mnozina vSech pfirozenych &isel N, kde soucet pfirozenych Cisel a real-
ny nasobek pfirozeného ¢isla definujeme obvyklym zptsobem.
d) Mnozina v8ech sudych Cisel, kde soucet sudych Cisel a realny nasobek
sudého ¢isla definujeme obvyklym zplsobem.
e) Jednoprvkova mnoZina {1}.
f)  Jednoprvkova mnozina {0}.

1.5 Provektorya=(2,-1,1,-2),b=(4,2,-3,-1),¢c=(0, 1, 0, —1) vypoctéte.
a) (a+hb)+ec,
b) a+(b+c),
c) 2a-3b+6c,
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d) -3a+4b-c,
e) 4(a+b)-3c,
f) 5a-6b+2c.
1.6 Jsou dany aritmetické vektory a = (4, -2, 2,-1), b= (5, 0, 4, -2),
c= (1,1, 3,-3), d= (5, -2, 4, 0). Zapiste vSechny platné vztahy dominovani
mezi témito vektory.
1.7 Vektor a vyjadrete jako linearni kombinaci ostatnich vektoru.
a) a=(10)a=(-52)a=(3,3),
b) a=(3,7)a=(12)a,=(24),
c) a=(8,3,2)a=(411a=(11-1)a=(20,3),
d) a=(8,3,2) a=(0,0,1)a,=(0,1,0) a; =(10,0),
e) a=(4,9-17) a;=(53-4)a, =(-15,2) a; = (2-1,3).
1.8 Rozhodnéte, zda dané vektory tvofi mnozinu generator( vektorového pro-

storu V..
a) a,=(10) a,=(0,1),
b) a=(0,0) a, =(1,0),
c) ai=(11) a=(-11),
d) ai=(4,8) a=(- 2,4),
e) ai=(-2-4) a,=(4,8),
f) a,=(0,1) a,=(0,2) a; =(0,3),
g) a=(10) a,=(0,2) a; =(4,7).
1.9 Rozhodnéte, zda dané vektory tvofi mnozinu generatorti vektorového prostoru V.
a) a, = (1,0,0) a, =(0,1,0), a, =(0,0,1),
b) a, =(7,0,1) a, =(0,3,2),
c) a,=(1,10) a, =(1,01) a, =(0,11),
d) a,=(14,-3) a,=(-2,16) a, =(3,7,-9),
e)a =211 a,=0131) a,=(115),
f) a,=(-3,1,1) a, =(0,0,0) a, =(-4,11),
g)a,=(111 a,=(123) a,=(14,7) a, =(13,6),
h) a,=(-3,2,2) a,=(-5,2-2) a,=(-2,10), a, =(1,0,2).
1.10 Rozhodnéte o linearni zavislosti ¢i linearni nezavislosti vektoru.
a) a,=(14) a,=(2-3),
b) a,=(14) a,=(2-3) a,=(-13).
c) a,=(-3,6) a,=(1-2),
d) a,=(54) a, =(0,0),
e) a, =(23-1) a,=(0-24),
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f) a,=(-1-20) a,=(3,0,1)a, =(2-11),
g) a,=(3,5-2) a, =(0-11)a, =(6,7-1),
h) a,=(1,3,5) a, =(0,0,0)a, =(0,10).
1.11 Rozhodnéte, zda dané vektory tvofi bazi pfislusného vektorového prostoru.
a)a=(20) b=(0,1) V,,

b) a=(4,-1) b=(32) V,,
c)a=(3,0) b=(11) c=(0,1) Vs,

d) a=(3,0,0) b=(111) c=(0,0,1) Vs,
e) a=(20,7) b=(-113) Vs,

f)a=(1,10) b=(0,11) c=(10,1) V,,
g) a=(7,10) b=(6,-3,-2) c=(14,2) Vi,
h) a=(0,0,1,0) b=(1,0,0,0) ¢=(0,0,0,1, d =(0,1,0,0), V,.
1.12 Vektor a vyjadrete v bazi B.
a)a=(3,-4) B={ai=(3,1) a:=(12)},
b) a=(-13) B={a=(3,1) a.=(12)},
c)a=(4,2,3) B={a=(10,1) a.=(1,10) as =(0,1,1)},
d) a=(1-2,5) B={ai=(1,0,0) az—(010).a3— 1)
e) a=(10,2,3) B={a=(1,10) a,=(10,1) as
f) a=(-3,1,2) B={a=(110) az—(010),a =
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1.3 Matice

1.3.1 Pojem matice

Definice 1.17 Uspofadané schéma tvofené mxn realnymi Cisly tvaru

8y 8y ... &y
621 a22 cee aZn (11)
am1 am2 amn
se nazyva matice typu mxn. u
Matice zna&ime velkymi pismeny A, B, ..., E, pfiemzZ v pfipadé potfeby znagime

dolnim indexem typ matice. Matici (1.1) znacime Ap«n Nebo struéné A. Jiny moz-
ny zpusob zapisu je [a;] nebo [aj]mxn.
Vektory z aritmetického vektorového prostoru V, r = (a41,...,.@10)-- - rm =
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Realnym Cislim a; fikame prvky matice A. Piitom a; znaCi prvek, ktery lezi
v i-tém fadku a v j-tém sloupci matice A. Index i se nazyva Fadkovy index prvku a;
a index j sloupcovy index prvku aj .

Prvky matice (1.1) a,4,...,a,,, pfi m < n, pfipadné prvky a,,,...,a,, pfi m>=n tvofi
hlavni diagonalu matice A.

Analogicky se definuje pojem vedlejsi diagonaly. VedlejSi diagonalu pfi m<n
tvofi prvky a, ,,a,,_y-...8p,_m.1 @ P Mm>n jsoutoprvky a,,.a,, ...,a,;.

Priklad 1.15 Matice

2 -16 4
A=|3 5 0 2
4 -2 0 8

je pfikladem matice typu 3x4. Vektor r, =(3,5,0,2) je druhy fadek matice A,
vektor s, =(6,0,0) je ftfeti sloupec matice A. Prvek a,; =6, kdezto prvek
a;; =4 . Hlavni diagonalu matice A tvofi prvky a,, =2,a,, =5,a;; =0. Vedlejsi
diagonalu matice A tvofi prvky a,, = 4,a,; =0,a;, =-2. u

V nasleduijicich definicich se seznamime s nékterymi dilezitymi typy matic. Se zavede-
nymi pojmy se budeme v nasledujicich odstavcich a kapitolach €asto setkavat.

Definice 1.18 Necht A, B jsou matice stejného typu mx n. Rikdme, Ze matice
A, B jsou si rovny a piSeme A = B, jestlize pro kazdé i=1,..., m a kazdé
Jj=1..,n plati a; = b, . |

Definice 1.19 Matice typu mxn, pro jejiz vSechny prvky plati a; =0, kde
i=1..m, j=1..,n, se nazyva nulova matice typu mxn. Nulovou matici zna-
¢ime Opx,. Je-li typ nulové matice ze souvislosti zfejmy, je bézné pouziti struc-
néjSiho zapisu O. [ ]
Definice 1.20 Ctvercova matice Fadu n je matice A typu mxn, pro niz plati
m=n. [ |

Definice 1.21 Jednotkova matice E, fadu n je Ctvercova matice fadu n, ktera
ma vsechny prvky v hlavni diagonale rovny jedné a v8echny prvky leZici mimo
hlavni diagonalu jsou rovny nule. ]

Priklad 1.16
Matice

0- 0 00O

0 00O

je nulova matice typu 2 x 4.
Matice

n

1
O O -~
o -~ O
-~ O O

je jednotkova matice fadu 3. ]



